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Exploring science and mathematics

Euclid’s Game
8.1. युुक्लि�िडचेे खेेळ

आढाावाा
Overview
दोोन नैैसर्गि�क संखं्यााचाा मसाावि� कााढण्याासााठीीच्याा युुक्लि�िड काार्याावलीीवर (Euclid’s Algorithm) हाा खेेळ आधाारलेेलाा आहेे. याा खेेळाात, 
वि�द्याार्थीी युुक्लि�िडचीी काार्याावलीी वाापरून केेवळ खेेळत नााहीीत, तर गणि�त करण्यााच्याा प्रक्रि�याा जसेे अनुुमाान (conjecture) कााढणेे, प्रति�-
उदााहरण (counter example) देेणेे, अनुुमाान नााकाारणेे आणि� नि�ष्कर्षष सि�द्ध करणेे इत्याादीी कौौशल्येेदेेखीील आत्मसाात करताात.
Here is a game that is based on the Euclidean algorithm to find the highest common factor of two natural numbers. 
In this game, students not only play the game making moves that correspond to steps of the Euclidean algorithm, but 
also engage in doing mathematics by making conjectures, giving counter-examples, refuting conjectures, and proving 
the results.

महत्त्वााचीी बााब हीी कीी ‘एखाादेे वि�धाान खरे नााहीी’ हेे पडतााळण्याासााठीी आपल्याालाा प्रति�-उदााहरण शोोधाावे ेलाागते. याा अध्ययन घटकााचाा 
भााग म्हणून आपल्याालाा वि�द्याार्थ्यां�ंशीी चर्चाा कराावीी लाागेेल आणि� ‘बरोोबर अंंदााज’ आणि� ‘गणि�तीीय परि�णााम’ याातीील फरक वि�द्याार्थ्यां�ंनाा स्पष्ट 
कराावाा लाागेेल. तसेेच गणि�तीीय वि�धाानााचीी सत्यताा तपाासताानाा फक्त उदााहरणेे देेणेे पुुरेेसेे नसतेे; एखाादेे वि�धाान चुुकीीचेे ठरवताानाा केेवळ 
एक प्रति�-उदााहरण देेणेेहीी पुुरेेसेे ठरतेे, यााचीी चर्चाा कराावीी लाागेेल.
An important idea is that we need to look for counter-examples to find out that a statement is not true. As a part of this 
unit, you should talk to the students and try to differentiate between a true prediction and a mathematical result. Also 
discuss how in the case of establishing the correctness of a mathematical result, giving examples is not enough; while 
in the case of proving a result wrong, counter-examples are enough.

अध्ययन घटकााचीी उद्दि�ष्टेे
Unit-specific objectives

•	 संखं्यांं�मधीील आकृृति�बंधं पााहणे आणि� आढळलेेलाा आकृृति�बंधं स्पष्ट शब्दाात मांं�डणेे
To observe patterns in numbers and articulate the observed pattern clearly

•	 अनुुमाान नााकाारण्याासााठीी प्रति�-उदााहरण शोोधणे
To look for counter-examples to refute a conjecture

•	 अनुुमाान सि�द्ध करण्याासााठीी उदााहरणेे पुुरेेशीी नााहीीत, हेे समजूून घेेणेे
To understand that examples are not sufficient to prove a conjecture

•	 अनुुमाान नााकाारण्याासााठीी केेवळ एक प्रति�-उदााहरण पुुरेेसेे असतेे, हेे समजूून घेेणेे
To understand that just one counter-example is sufficient to disprove a conjecture

•	 अनुुमाानाालाा पुुष्टीी मि�ळेल, असाा ताार्कि�क युुक्ति�िवााद करणेे
To come up with a logical argument (i.e. a proof) in support of a conjecture

•	 दोोन संखं्यांं�तीील मसाावि� कााढण्याासााठीी संखं्यांं�चीी क्रमवर्तीी वजााबााकीी (successive subtraction) आणि� युुक्लि�िडचीी काार्याावलीी 
यातील सबंधं समजून घेणे
To understand the relation between taking successive differences and the Euclidean algorithm to find the 
highest common factor (HCF) of two numbers
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कि�माान आवश्यक वेेळ
Minimum time required

40 मि�नि�टांं�चीी तीीन सते्रे
Three sessions of 40 mins each

अध्ययन घटकााचाा प्रकाार
Type of learning unit

वर्गाामध्येे कराावयााचेे अध्ययन घटक
Classroom-based

अभ्याासक्रमााशीी दुवाा
Links to curriculum

Class 6 Mathematics Class 10 Mathematics

Chapter 3 :  Playing with numbers (Nov, 2022)
The concept of factors, relatively prime
(co-prime) numbers and multiples 
The concept of Highest Common Factor (HCF)

Chapter 1 :  Real numbers (Nov, 2022)
Euclid’s Lemma

तक्ताा T1
Table T1

ओळख
Introduction
आपल्याालाा खेेळताानाा खूूप मजाा येेतेे. आज आपण असाा खेेळ खेेळणाार आहोोत, जोो प्रत्येेक वेळेीी जिं�कण्याासााठीी तुुम्हीी माार्गग शोोधााल!
Playing games is a lot of fun. Today you are going to play a game that involves numbers, and you will find a way to win the 
game, always!

सााहि�त्य
Materials

फळाा, खडू, काागद
Blackboard, chalk and 
sheets of paper

कृृतीी 1: खेेळाा युुक्लि�िडचाा खेेळ
Task 1: Play the Euclid’s game

1.	 याा खेेळाात दोोन वि�द्याार्थीी भााग घेेऊ शकताात.
This is a two-player game.

2.	 खेेळााचेे नि�यम पुुढीीलप्रमााणेे आहेेत.
The rules of the game are as follows:

•	 खेेळाालाा सुुरुवाात प्रथम कोोण करणाार, हेे तुुम्हीी ठरवू ूशकताा. याात खेेळााडूू-1 नेे 1 तेे 100 पैैकीी कोोणतीीहीी एक नैैसर्गि�क संखं्याा लि�हाायचीी 
आहे. या सखं््ययेला आपण ‘A’ म््हण. यानंतर खेळाडू-2 त््ययाच््यया आवडीची 1 ते 100 पैकी दुसरी कोणतीही सखं््यया लिहिल. या सखं््ययेला 
आपण ‘B’ म््हण.
You can decide who plays first. The first player, say Player 1, writes down a number that is between 1 and 100, 
including both. Let us call this number ‘A’. The second player, say Player 2, can write down another number of his/
her choice. Let’s call this number ‘B’.

•	 आताा वि�द्याार्थीी-1 (A − B) किं�वाा (B − A) अशाा रीीतीीनेे वजााबााकीी करेेल, ज्याामुुळेे उत्तर ‘धन’ संखं्याा येेईल. याा संखं्येेलाा आपण ‘C’ म्हणू.
Now, the first player will write the number (A − B) or (B − A), whichever is positive. Let's call this number ‘C’. 

•	 आताा वि�द्याार्थीी 2 खेेळेेल. ति�च्यााकडेे पर्यााय आहेेत. तीी C आणि� A यांं�चीी वजााबााकीी करू शकतेे किं�वाा C आणि� B यांं�चीी वजााबााकीी करू 
शकते. मात्र आलेले उत्तर यादीत असल््ययास (जर A, B कििंवा C), विद्यार्थीनी ती सखं््यया पुन््हहा लिहू शकणार नाही (सर््व उत्तरे धन 
असायला हवीत, हे लक्षात ठेवा).
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Next, it is the second player's turn. He/she has a choice. He/She can either write the difference between C and A or 
the difference between C and B. However, if one of these differences is already in the list (i.e., if it is A or B or C) 
then it cannot be written again. (All differences are taken to be positive.)

•	 खेेळ असााच पुुढेे चाालूू ठेेवताानाा खेेळााडूू आळीीपााळीीनेे याादीीतीील कोोणत्यााहीी दोोन संखं्यााचीी वजााबााकीी करून मि�ळाालेेलीी धन संखं्याा 
लिहितील. मात्र ती सखं््यया यादीमध््यये आधीपासूनच नाही, हे विद्यार्थी पाहतील.
Similarly, in subsequent turns, the players take turns to write a number which is the difference between any two 
numbers in the list, provided the number itself is not already present in the list.

•	 जेेव्हाा कोोणतीीहीी नवीीन संखं्याा लि�हि�णे शक्य नसेेल, तेेव्हाा हाा खेेळ संपेंेल.
The game ends when it is not possible to write any new number.

•	 जीी खेेळााडूू शेवेटचीी संखं्याा लि�हि�ल, तीी खेेळ जिं�केल.
The person who writes the last number will be the winner.

आताा आपण हाा खेेळ एकदाा खेेळूून पााहूू.
Let us look at a sample run of the game.

•	 समजाा, खेेळााडूू-1 नेे 12 हीी संखं्याा लि�हि�लीी, तर खेेळााडूू-2 हीी उरलेेल्याा 99 संखं्यांं�मधूून संखं्याा नि�वडू शकतेे.
Suppose, the first player writes 12. The second player has 99 choices to choose his/her number (as the upper limit is 
100).

•	 समजाा खेेळााडूू-2 नेे 16 हीी संखं्याा नि�वडलीी, तर खेेळााडूू-1 हीी 4 हीी संखं्याा लि�हि�ल, काारण 16 आणि� 12 यांं�चीी वजााबााकीी 4 येेतेे.
Suppose, the second player chooses 16, then the first player can only write 4, i.e. the difference between 16 and 12.

•	 त्याानंंतर खेेळााडूू-2 हीी 8 हीी संखं्याा लि�हि�ल. काारण 12 आणि� 4 यांं�चीी वजााबााकीी केेल्याास उत्तर 8 येेतेे. लक्षाात घ्याा, खेेळााडूू-2 नेे 16 आणि� 
4 याचं््यया वजाबाकीतून येणारी 12 ही सखं््यया लिहिलली नाही, कारण 12 ही सखं््यया आधीपासूनच यादीत आहे.
The second player then writes 8, the difference between 12 and 4. Note that the player could not have written the 
difference between 16 and 4, as 12 is already in the list. 

•	 आताा, येेथेे कोोणत्यााहीी नवीीन संखं्येेचीी शक्यताा दि�सत नााहीी. त्याामुुळेे हाा खेेळ 4, 8, 12, 16 याा संखं्यांं�बरोोबर संपेंेल (याादीीत 12, 16, 4, 8 
या क्रमाने सखं््यया येतात).
Now there is no possibility of writing new numbers, so the game ends with the numbers 4, 8, 12, and 16 appearing in 
the list (12, 16, 4, 8 in the order of appearance).

•	 वरीील याादीीत चाार संखं्याा आहेेत आणि� खेेळााडूू-2 नेे हाा खेेळ जिं�कलेेलाा आहेे. काारण शेवेटचीी 8 हीी संखं्याा ति�ने लि�हि�लीी आहेे.
There are four numbers in the list, and the second player is the winner, as he/she wrote the last number 8.

तुुमच्याा वर्गगमि�त्रांं�बरोोबर हाा खेेळ पुुन्हाापुुन्हाा खेेळाा. प्रत्येेक वेळेीी खेेळताानाा तयाार झाालेेल्याा याादीीचाा अभ्याास कराा आणि� तुुमचीी नि�रीीक्षणे पुुढीील 
तक्त्याात लि�हाा. शेवेटच्याा रकाान्याात जेेथेे तुुम्हीी वि�जेेत्यााचेे नााव लि�हााल, तेेथेे खेेळााडूू-1 (ज्याानेे पहि�लीी संखं्याा नि�वडलीी) जिं�कलाा किं�वाा खेेळााडूू-2 
(ज्याानेे दुुसऱ्यांं�दाा संखं्याा नि�वडलीी) जिं�कलाा, तेे लि�हाा.
Play this game with your partner multiple times. Study the lists of numbers that you got for each game and record your 
observations in the table below. For the last column, where you record the winner, mention whether Player 1 (who chose the 
first number) won or Player 2 (who chose the second number) won.

सुुरुवाातीीच्याा संंख्याा
Initial Numbers

याादीीतीील 
सर्वांंत लहाान 

संंख्याा
The smallest 

number 
in your 

sequence

याादीीतीील 
सर्वांंत मोोठीी 

संंख्याा
The largest 

number 
in your 

sequence

याादीीतीील सर्वव संंख्याा 
(चढत्याा क्रमाानेे)

All numbers in a sequence 
(in ascending order)

याादीीत एकूूण 
कि�तीी संंख्याा 

आहेेत?
How many 

numbers are 
there in your 

sequence?

वि�जेेताा
Winnerखेेळााडूू-1

Player 1
खेेळााडूू-2
Player 2

तक्ताा 1
Table 1
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शि�क्षक फळ्याावर हाा तक्ताा लि�हू शकताात. सर्वव वि�द्याार्थ्यां�ंनीी वरीील खेेळ कााहीी वेळेाा खेेळल्याानंंतर, कााहीी वि�द्याार्थ्यां�ंकडूून उत्तरेे मि�ळवाा आणि� 
फळ्याावरच्याा तक्त्याात भराा (सुुरुवाातीीलाा कााहीी वेळेाा खेेळताानाा मजाा येेतेे. जेेव्हाा वि�द्याार्थीी पुुन्हाापुुन्हाा खेेळूून दमलेे आहेेत किं�वाा कंंटााळलेे 
आहेेत असेे वााटेेल, तेेव्हाा शि�क्षक खेेळ थांं�बवूनू चर्चाा करू शकताात).
The teacher can also make this table on the board. After all the students finish playing the game a few times, collect 
some responses from the students and fill in the table (It is fun to play the game the first few times. However, the teacher 
should stop the game and start a discussion, when she feels that the students are getting tired or bored of repeating the 
game).

वि�द्याार्थ्यां�ंनीी दि�लेलीी उत्तरेे तक्त्याात भरण्यााआधीी कृृपयाा गणि�तीीय आणि� अध्याापनवि�षयक स्पष्टीीकरणेे (Mathematical and Pedagogical 
explanations) हाा भााग वााचाावाा. वि�द्याार्थ्यां�ंनाा कााहीी अनुुमाानेे सुुचण्याासााठीी फळ्याावरीील उदााहरणांं�चीी संखं्याा पुुरेेशीी आहेेत नाा, यााचीी खाात्रीी कराा.
Please see the section ‘Mathematical and pedagogical explanations’ before recording students' responses on the board. 
Ensure that a sufficient number of examples that help generate some conjectures, are on the board.

फळ्याावरीील तक्त्याात भरलेेल्याा मााहि�तीीमध्येे कााहीी आकृृति�बंधं दि�सतोो काा, हेे शि�क्षकांं�नीी वि�द्याार्थ्यां�ंनाा वि�चााराावे,े आणि� याा आकृृति�बंधंााचेे 
साामाान्यीीकरण करून अनुुमाान मांं�डाायलाा सांं�गाावे.े प्रत्येेक अनुुमाान फळ्याावर लि�हाा आणि� अजूून उदााहरणेे घेेऊन वि�द्याार्थ्यां�ंनाा त्यााचीी 
सत्यताा तपाासाायलाा सांं�गाा किं�वाा प्रति�-उदााहरण देेऊन तेे नााकाारताा येेईल काा, हेे वि�चााराा. एखााद्याा अनुुमाानााचीी सत्यताा तपाासताानाा कि�तीीहीी 
उदााहरणेे दि�लीी तरीी तेे सि�द्ध होोत नााहीी, परंंतुु अनुुमाान नााकााराायलाा केेवळ एकच प्रति�-उदााहरण पुुरेेसेे असतेे, हेे वि�द्याार्थ्यां�ंनाा पटण्याासााठीी 
शि�क्षकांं�नीी वि�द्याार्थ्यां�ंनाा मदत करणेे, गरजेेचेे आहेे. वि�द्याार्थ्यां�ंनाा त्यांं�चीी अनुुमाानेे सि�द्ध करण्याासााठीी प्रोोत्सााहि�त कराा.
The teacher can then invite the students to look for patterns in the filled table. Ask the students to generalize the 
patterns and make conjectures. Write down each conjecture on the board and encourage the students to examine 
whether it holds, by generating more examples, or can be refuted by generating a counter-example. Help the students 
see that verifying the conjecture for any number of examples does not amount to a proof, and that one counter-example 
is sufficient to disprove a conjecture. Encourage the students to come up with proofs of their conjectures.

वि�द्याार्थीी अनुुमाान कसेे मांं�डताात आणि� अनुुमाानांं�नाा कसेे हाातााळताात हेे गणि�तीीय आणि� अध्याापनवि�षयक स्पष्टीीकरणेे याा भाागाात सांं�गि�तलेे 
आहेे. माात्र वि�द्याार्थीी अशीीहीी अनुुमाानेे मांं�डू शकताात, जीी याादीीत नााहीीत. अशाा वेळेीी एकेेक अनुुमाान घ्याा, त्यााचीी सत्यताा पडतााळूून बघाा, 
नााकााराा किं�वाा सि�द्ध कराा. अशाा प्रक्रि�यांं�बद्दल वि�द्याार्थ्यां�ंशीी चर्चाा कराा.
Some of the conjectures that the students might come up with, and the ways to handle these are discussed in the section 
'Mathematical and pedagogical explanations'. However, it is possible that students come up with conjectures that are 
not listed here. In this case, take the conjectures one-by-one, verify, refute or prove the conjecture as the case may be, 
and familiarise the students with these processes.

कृृतीी 2: याादीीतीील संंख्यांं�चाा अंंदााज बांं�धणेे
Task 2: Predict the numbers in the list

समजाा खेेळाामध्येे सुुरुवाातीीच्याा संखं्याा पुुढीीलप्रमााणेे आहेेत. याा संखं्यांं�पाासूून खेेळ खेेळल्याास तुुमच्याा याादीीत कोोणत्याा संखं्याा येेतीील, यााचाा अंंदााज 
तुुम्हाालाा बांं�धताा येेईल काा?
Let us assume that the following are the initial numbers in the game. Based on these, can you predict the numbers that you 
will arrive at, while playing the game?

(सूूचनाा: उत्तर देेताानाा अडल्याास तुुम्हीी बनवलेलाा तक्ताा पहाा. सुुरुवाातीीच्याा संखं्याा आणि� याादीीतीील संखं्याा यांं�च्याात कााहीी संबंंधं आहेे काा, तेे पहाा).
(Hint: If you are stuck, look at the table you just made. See if there is any relationship between the initial numbers and the 
numbers in the list.) 

1.	 सूूचीीतीील सर्वव संखं्यांं�चाा अंंदााज लाावाा जर:
Predict all the numbers in the list if:
i.	 सुुरुवाातीीच्याा संखं्याा 9 आणि� 15 असतीील 

The initial numbers are 9 and 15

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
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ii.	 सुुरुवाातीीच्याा संखं्याा 20 आणि� 9 असतीील 
The initial numbers are 20 and 9 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

iii.	 सुुरुवाातीीच्याा संखं्याा 13 आणि� 17 असतीील 
The initial numbers are 13 and 17

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

iv.	 सुुरुवाातीीच्याा संखं्याा 7 आणि� 35 असतीील 
The initial numbers are 7 and 35

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

2.	 प्रत्येेक उदााहरणाासााठीी कोोणत्याा संखं्याा येेतीील, यााचाा तुुम्हीी अंंदााज कसाा बांं�धलाा? याा उदााहरणांं�मध्येे तुुम्हाालाा कााहीी आकृृति�बंधं दि�सलेे काा?
How did you predict the numbers for each example? Did you notice any patterns across the examples?

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

याानंंतर शि�क्षक याादीीतीील संखं्याा शोोधताानाा वि�द्याार्थ्यां�ंनीी कोोणते धोोरण वाापरलेे, याा मुुद्याावर चर्चाा करू शकताात. चर्चेसााठीी कााहीी कल्पनाा 
'गणि�तीीय आणि� अध्याापनवि�षयक स्पष्टीीकरणेे ' मध्येे दि�लेल्याा आहेेत. कृृपयाा त्यांं�चाा अभ्याास कराा.
The teacher then can engage students in a discussion on how they can justify that their strategy for finding the numbers 
in the list will always work. Please study the section ̀ Mathematical and pedagogical explanations’ for suggestions/ideas 
on how to lead this discussion.

3.	 आताा, याादीी मि�ळण्याासााठीी कोोणते धोोरण वाापराायचे आहेे, हेे तुुम्हाालाा कळलेे आहेे. तुुम्हीी असेे धोोरण सांं�गू ूशकााल काा, ज्याामुुळेे याा खेेळाात नेेहमीी 
एकच खेळाडू सतत जििंकेल? (कोणता खेळाडू हे धोरण वापरून नेहमी जििंकू शकतो?)
Now that you know the strategy for finding the list, can you predict a strategy that will ensure that one of the players will 
always win this game? (Which player can adopt this strategy and always win?)

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

गणि�तीीय आणि� अध्याापनवि�षयक स्पष्टीीकरणेे
Mathematical and pedagogical explanations
वरीील कृृतीी वि�द्याार्थ्यां�ंनाा गणि�तााच्याा मूूलभूतू प्रक्रि�यांं�मध्येे उदााहरणाार्थथ आकृृति�बंधं शोोधणे, अनुुमाान बांं�धणे, अनुुमाानााचीी सत्यताा तपाासणेे 
किं�वाा नााकाारणेे इत्याादीीमध्येे गुंं�तवूनू ठेेवताात. खेेळााच्याा मााध्यमाातूून गणि�तााच्याा संकंल्पनाा उलगडणेे, हेे याा कृृतीीचेे वैैशि�ष्ट्य आहेे. याा 
खेेळााचीी सुुरुवाात दोोन संखं्यांं�च्याा वजााबााकीीनेे होोतेे. खेेळ एकदाा किं�वाा दोोनदाा खेेळल्याानंंतर वि�द्याार्थ्यां�ंनाा त्यांं�च्याा याादीीत कोोणत्याा संखं्याा 
येेऊ शकताात, हेे लक्षाात येेऊ लाागते. तसेेच एखााद्याा वि�द्याार्थ्या�ाच्याा हेेहीी लक्षाात येेतेे कीी प्रत्येेक खेेळाात मि�ळणााऱ्याा संखं्याा याा खेेळााच्याा 
सुुरुवाातीीलाा नि�वडलेेल्याा संखं्यांं�च्याा जोोडीीवर अवलंबूनू असताात. आकृृति�बंधं शोोधाायलाा सांं�गि�तल्यांं�वर, सुुरुवाातीीच्याा संखं्येेच्याा जोोडीीचाा 
मसाावि� आणि� याादीीत लि�हि�लेल्याा संखं्याा यांं�च्याात कााहीी नाा कााहीी संबंंधं असतोो, हेेहीी त्यांं�च्याा लक्षाात येेतेे.
The activity helps the students engage in some fundamental practices of mathematics, such as observing patterns, 
making conjectures, verifying or refuting the conjectures, and so on. The novelty of the activity is in seeing how 
mathematical ideas emerge in the context of the game. The game begins with a simple task such as subtraction of two 
numbers. At the end of one or two games, the student begins to grasp that the process leads to a finite sequence of 
numbers. Moreover, one starts figuring out that the numbers that emerge in each game depend on the choice of the 
initial pair of numbers. After looking for patterns, the students will realize the connection between the HCF of the 
initial pair of numbers with the list of numbers obtained.
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8.1. युक्लिडचे खे

वि�द्याार्थ्यां�ंच्याा चर्चेतूून पुुढेे आलेेल्याा नि�रीीक्षणांं�चे गणि�तीीय महत्त्व दााखवण्याासााठीी, वि�द्याार्थीी कसेे वेगेवेगेळ्याा प्रकाारेे वि�चाार करू शकताात 
आणि� त्यांं�चीी अनुुमाानेे कााय असूू शकताात, हेे पुुढेे दि�लेलेे आहेे. ‘संभंााव्य अध्ययनवि�षयक चर्चाा (Possible pedagogical discussion)’ याा 
तक्त्याात कााहीी अनुुमाानांं�चे स्पष्टीीकरण सांं�गि�तलेे आहेे. तसेेच चर्चेसााठीी कााहीी सूूचनााहीी केेलेेल्याा आहेेत.
To understand the mathematical significance of the students' responses, we consider below the different ways of 
thinking that students might exhibit and propose some conjectures that they might come up with. In the pedagogical 
discussion column, we provide explanations for some of the conjectures, and suggestions to lead the discussion.

वि�द्याार्थ्यां�ंचीी नि�रीीक्षणेे
Students’ observations

संंभााव्य अध्ययनवि�षयक चर्चाा
Possible pedagogical discussion

याादीीतीील सर्वांंत मोोठीी संखं्याा आणि� संखं्येेच्याा जोोडीीतीील 
मोोठीी संखं्याा, दोोन्हीीहीी साारख्यााच आहेेत.
The largest number in the sequence is the same as 
the largest number in the initial pair of numbers.

•	सुुरुवाातीीच्याा जोोडीीतीील मोोठीी संखं्याा हीी शेवेटपरं्यंत याादीीतीील सर्वांंत मोोठीी 
सखं््यया का राहते, हे विद्यार्थथ्ययांना विचारा.
Ask for the reason why the larger initial number remains the 
largest number in the list till the end.  

•	स्पष्टीीकरण: दि�लेल्याा धन संखं्यांं�चीी आपण फक्त वजााबााकीी करत आहोोत. 
त््ययामुळे मिळालेले उत्तर सुरुवातीच््यया सखं््ययेपेक्षा नेहमीच लहान असते.
Explanation: As we are subtracting numbers in consecutive 
steps within the set of positive integers, the numbers obtained 
will always be smaller than the largest number in the initial pair 
of numbers.

याादीीतीील सर्वव संखं्याा याा त्याातीील सर्वांंत लहाान संखं्येेच्याा 
पटीीत असताात.
The list contains only the multiples of the smallest 
number in the final list. 

•	तक्त्याातीील इतर उदााहरणेे तपाासूून पााहाायलाा सांं�गाा.
Ask to verify with other examples in the table.

•	एखाादेे प्रति�-उदााहरण सांं�गताा येेईल काा, तेे वि�चााराा.
Ask whether they can come up with a counter-example. 

•	याा नि�रीीक्षणाामाागेे त्यााचेे स्पष्टीीकरण कााय असूू शकेेल, तेे वि�चााराा.
Ask for the reason why this is the case.

संखं्यांं�च्याा सुुरुवाातीीच्याा जोोडीीत, जर एक संखं्याा दुुसऱ्याा 
संखं्येेचीी पट असेेल, तर याादीीतीील सर्वव संखं्याा जोोडीीतीील 
लहाान संखं्येेच्याा पटीीत असताात.
In the initial pair of numbers, if one of the 
numbers is a multiple of the other, then the list 
contains only the multiples of the smaller initial 
number.

उदाा., सुुरुवाातीीच्याा जोोडीीत 7 आणि� 35 असल्याास, 
याादीीमध्येे संखं्याा 7 च्याा पटीीत दि�सून येेताात.
E.g.: For the initial numbers, 7 and 35, the 
sequence obtained contains only multiples of 7.

•	वि�द्याार्थ्यां�ंनाा, एक संखं्याा दुुसऱ्याा संखं्येेचीी पट होोईल अशाा कााहीी 
सुरुवातीच््यया सखं््ययाांच््यया जोड्या घ््ययायला सागंा आणि प्रत््ययेक वळेी असेच 
घडते का, ते पडताळून पाहायला सागंा.
Ask to take a few more initial pairs of numbers, where one is a 
multiple of the other and verify that it works every time.

•	प्रति�-उदााहरण शोोधाा: याा अनुुमाानाालाा नााकाारतीील, अशाा जोोड्याा 
शोधायला सागंा. माडंलेल््यया अनुमानाला प्रति-उदाहरण न मिळाल््ययास ते 
सिद्ध झाल््ययाच मानता येईल का, याची विद्यार्थथ्ययांबरोबर चर्चा करण््ययासाठी 
ही एक सधंी आहे.
Look for a counter-example _ a set of two numbers which will 
refute the above conjecture. This is an opportunity to discuss 
whether not finding a counter-example amounts to a proof of 
the conjecture. 
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वि�द्याार्थ्यां�ंचीी नि�रीीक्षणेे
Students’ observations

संंभााव्य अध्ययनवि�षयक चर्चाा
Possible pedagogical discussion

जर सुुरुवाातीीच्याा संखं्याा सह-मूूळ (co-prime; त्यांं�चाा 
साामााईक वि�भााजक 1 असतोो) संखं्याा असल्याास याादीीमध्येे 
1 पाासूून सुुरुवाातीीच्याा जोोडीीतीील मोोठ्याा संखं्येेपरं्यंत सर्वव 
संखं्याा असताात.
If the initial numbers are co-prime (i.e., 1 is the 
only common factor), then the list consists of all 
the numbers from 1 to the larger number in the 
initial pair of numbers

•	सुुरुवाातीीच्याा जोोडीीमध्येे सह-मूूळ संखं्याा असतीील अशाा कााहीी जोोड्याा घ्याा 
आणि प्रत््ययेक वळेी असे घडते का, ते पहा.
Ask to take a few more initial pairs of co-prime numbers and 
verify that it works every time.

•	प्रति�-उदााहरण शोोधाा: याा अनुुमाानाालाा नााकाारतीील, अशाा जोोड्याा 
शोधायला सागंा. माडंलेल््यया अनुमानाला प्रति-उदाहरण न मिळाल््ययास ते 
सिद्ध झाल््ययाच मानता येईल का, याची विद्यार्थथ्ययांबरोबर चर्चा करण््ययासाठी 
ही एक सधंी आहे.
Look for a counter-example _ a set of two numbers which will refute 
the above conjecture. This is an opportunity to discuss whether not 
finding a counter-example amounts to a proof of the conjecture. 

जर सुुरुवाातीीच्याा जोोडीीतीील संखं्यांं�चाा साामााईक वि�भााजक 
d असेेल, तर याादीीतीील सर्वांंत लहाान संखं्याा d असतेे.
If the initial pair of numbers has a common 
factor, d, then the smallest number in the list is d.

•	लक्षाात घ्याा, 1 हाा साामााईक वि�भााजक असेेल हेे वि�द्याार्थ्यां�ंच्याा लक्षाात 
येईलच, असे नाही. म््हणन या अनुमानाची चाचणी घेताना विद्यार्थी 
सुरुवातीची जोडी म््हणन सह-मूळ सखं््यया घेणार नाहीत.
Note that students may not consider 1 as a common factor, and 
therefore while testing this conjecture they might not have co-
prime numbers as the initial pair. 

•	यााच प्रकाारचीी आणखीी कााहीी उदााहरणेे घ्याा आणि� प्रत्येेक वेळेीी असेेच 
घडते का, ते पहा.
Ask to take a few more examples of a similar kind and verify 
that it works every time. 

•	जोोडीीतीील दोोन्हीी संखं्यााचाा अजूून कोोणताा साामााईक वि�भााजक आहेे काा, 
ते विचारा. अनुमानामध््यये काही बदल करायचा आहे का, ते विद्यार्थथ्ययांना 
विचारा (लक्षात घ््यया, हे अनुमान सत््य नाही. आपण सुरुवातीला 12 आणि 
16 या सखं््यया घेतल््यया, या दोन््हही सखं््ययाांचा सामाईक विभाजक 2 हा देखील 
आहे. परंतु ही सखं््यया अंतिम यादीत दिसत नाही).
Ask whether the two numbers in the pair have any other 
common factor. Ask them whether they want to modify the 
conjecture. (Note that the conjecture in this particular form is 
not true. When we start with the initial numbers 12 and 16, 2 is 
a common factor of both numbers, but does not appear in the 
final list.)

•	वि�द्याार्थ्यां�ंनाा, याादीीतीील सर्वांंत लहाान संखं्याा हीी जोोडीीतीील संखं्यांं�चीी 
सामाईक विभाजक असते का आणि त््यया सखं््ययेबद्दल काही खास सागंता 
येईल का, ते विद्यार्थथ्ययांना विचारा.
Ask them if there is anything special about the common factor 
that is the smallest number in the list. 

•	याादीीतीील सर्वांंत लहाान संखं्याा हीी एक खाास साामााईक वि�भााजक काा आहेे, 
याचा विचार करा.
Think about why the smallest number in the list is this particular 
factor.

वरीीलपैकीी शेवेटचीी तीीन अनुुमाानेे वि�द्याार्थ्यां�ंनीी दि�लीी तर ति�न्हीी अनुुमाानेे मि�ळून एकच अनुुमाान मांं�डण्याासााठीी वि�द्याार्थ्यां�ंनाा प्रोोत्सााहि�त कराा.
If the last three conjectures above have been articulated by the students, encourage them to come up with one 
conjecture that will include all these three conjectures. 
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वि�द्याार्थ्यां�ंचीी नि�रीीक्षणेे
Students’ observations

संंभााव्य अध्ययनवि�षयक चर्चाा
Possible pedagogical discussion

याादीीतीील सर्वांंत लहाान संखं्याा हीी सुुरुवाातीीच्याा दोोन 
संखं्यांं�चीी साामााईक वि�भााजक असतेे.
The smallest number of the sequence is a 
common factor of the initial two numbers.

•	हेे वि�धाान वरच्याा अनुुमाानांं�शीी जुुळतेे कीी वरच्याा अनुुमाानांं�नाा चुुकीीचेे ठरवते, 
ते पहा.
Find out if this includes or contradicts any of the above 
conjectures.

•	अनुुमाान योोग्य शब्दाात मांं�डाा, अनुुमाानााचीी सत्यताा पडतााळाा किं�वाा अनुुमाान 
नाकारा.
Refine, verify, or refute the conjecture. 

याादीीतीील सर्वांंत लहाान संखं्याा हीी सुुरुवाातीीच्याा दोोन 
संखं्यांं�चीी मसाावि� असतेे.
The smallest number of the sequence is the HCF 
of the initial pair of numbers.

•	हेे वि�धाान वरच्याा अनुुमाानांं�शीी जुुळतेे कीी वरच्याा अनुुमाानांं�नाा चुुकीीचेे ठरवते, 
ते पहा.
Find out if this includes or contradicts any of the above 
conjectures.

तक्ताा T2
Table T2

नोंंद: जेेव्हाा वि�द्याार्थीी त्यांं�चीी नि�रीीक्षणे किं�वाा अनुुमाानेे मांं�डताात तेेव्हाा बऱ्यााचदाा योोग्य शब्दाात मांं�डत नााहीीत. त्याामुुळेे अनुुमाान स्पष्ट होोण्याासााठीी 
वि�द्याार्थ्यां�ंनाा सूूचक प्रश्न वि�चाारत तेे योोग्य शब्दांं�मध्येे मांं�डणेे गरजेेचेे असतेे. याासााठीी कोोणतीीहीी नि�श्चि�त पद्धत नााहीी. अनुुमाान स्पष्ट शब्दांं�मध्येे 
मांं�डण्याासााठीी शि�क्षकांं�नााच अधि�क प्रयत्न कराावे ेलाागतीील. एकदाा अनुुमाान स्पष्टपणेे मांं�डलेे कीी वि�द्याार्थ्यां�ंनाा त्यााचीी सत्यताा तपाासाायलाा 
किं�वाा तेे खोोडूून कााढाायलाा किं�वाा योोग्य शब्दाात मांं�डाायलाा सांं�गाा. याापुुढचीी पाायरीी हीी अनुुमाान ‘सि�द्ध’ कसेे करताा येेईल, याावर वि�चाार 
करण्यााचीी असतेे.
Note: When students come up with observations and conjectures, these may not be articulated clearly enough. The 
teacher may need to rephrase, and ask clarifying questions to make the conjectures precise. There cannot be a standard 
instruction for this, and the teacher will have to think of ways of clarifying. Once a conjecture is formed, ask the 
students to verify, refute, or refine it. The next step is to think of a proof.

कृृतीी 3: कााहीी अनुुमाानांं�चीी सि�द्धताा पााहणेे
Task 3: Looking for proofs of some conjectures

कााहीी वि�द्याार्थ्यां�ंनीी हाा खेेळ खेेळल्याानंंतर कााहीी रोोचक नि�रीीक्षणे नोंंदवलीी आहेेत.
Some students made these interesting observations after playing a few rounds of the game:

नि�रीीक्षण 1: याादीीतीील सर्वांंत लहाान संखं्याा हीी सुुरुवाातीीच्याा जोोडीीतीील संखं्यााचीी मसाावि� असतेे.
Observation 1: The smallest number in the final list is the HCF of the initial pair of numbers.

नि�रीीक्षण 2: याादीीतीील सर्वव संखं्याा याा सर्वांंत लहाान संखं्येेच्याा पटीी आहेेत. तसेेच याादीीमध्येे लहाान संखं्येेपाासूून मोोठ्याा संखं्येेपरं्यंत लहाान संखं्येेच्याा 
सर्वव पटीीदेेखीील आहेेत. 
Observation 2: All and only the multiples of this smallest number up to the largest number appear in the list. 
1.	 संखं्यांं�च्याा प्रत्येेक जोोडीीसााठीी असेे काा होोतेे, याासंबंंधंीी तुुम्हाालाा कााहीी सांं�गताा येेईल काा?

Can you figure out why this happens for every pair of numbers?

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _
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पुुढीील दोोन नि�रीीक्षणांं�बााबत चर्चाा करूयाा.
Let us look at the two observations.

•	 नि�रीीक्षण 1 असेे सांं�गते,
Observation 1 says the following:

a.	 याादीीतीील सर्वांंत लहाान संखं्येेनेे सुुरुवाातीीच्याा दोोन्हीी संखं्यांं�नाा भााग देेताा येेतोो.
The smallest number in the list divides both the initial numbers.

b.	 सर्वांंत लहाान संखं्याा हीी फक्त साामााईक वि�भााजक नााहीी, तर सुुरुवाातीीच्याा दोोन संखं्यांं�चाा मसाावि� असतेे.
The smallest number is not just any common factor, but the HCF of the two initial numbers.

•	 नि�रीीक्षण 2 असेे सांं�गते :
Observation 2 implies the following:

a.	 याादीीतीील सर्वव संखं्याा याा सर्वांंत लहाान संखं्येेच्याा पटीी असताात.
All the numbers in the list are multiples of the smallest number in the list.

b.	 याादीीतीील सर्वव संखं्याा याा सर्वांंत लहाान संखं्येेच्याा पटीी आहेेत. तसेेच याादीीमध्येे लहाान संखं्येेपाासूून मोोठ्याा संखं्येेपरं्यंत लहाान संखं्येेच्याा 
सर््व पटी आहेत.
All the multiples of the smallest number up to the largest number appear in the list.

2.	 आपल्याालाा हीी नि�रीीक्षणे सि�द्ध कराायचीी आहेेत. तुुम्हाालाा कााहीी माार्गग सुुचताात काा, तेे लि�हाा.
We need to prove or justify these observations. Can you think of the ways of doing this?

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

शि�क्षक वि�द्याार्थ्यां�ंबरोोबर चर्चाा करण्याासााठीी पुुढेे दि�लेलेे तर्कक  वाापरू शकताात आणि� वि�धाानेे सि�द्ध करण्याासााठीी मदत करू शकताात. 
The teacher could use the reasoning given below to guide the discussion with the students and to help them arrive at 
a proof. 

नि�रीीक्षण 1 अ : याादीीतीील सर्वांंत लहाान संंख्येेनेे सुुरुवाातीीच्याा दोोन्हीी संंख्यांं�नाा भााग देेताा येेतोो. 
Observation 1a: The smallest number in the list divides both the initial numbers.

नि�रीीक्षण 1 अ चीी सि�द्धताा :
Proof for Observation 1a:

धन संखं्यांं�सााठीी, जेेव्हाा आपण एखाादीी संखं्याा A दुुसरीी मोोठीी संखं्याा B मधूून वजाा (B − A) करतोो, तेेव्हाा मि�ळाालेेलीी संखं्याा B पेेक्षाा लहाान 
असतेे. आपण दोोन संखं्याा घेेऊन सुुरुवाात करतोो आणि� मोोठ्याा संखं्येेतूून लहाान संखं्याा वजाा करत आपल्याालाा संखं्याा मि�ळताात. त्याामुुळेे 
नंंतरच्याा सर्वव संखं्याा सुुरुवाातीीच्याा जोोडीीतीील मोोठ्याा संखं्येेपेेक्षाा लहाान असताात.
For positive numbers, whenever we subtract a number A from another (larger) number B, the result is less than B. 
Given that we start with two initial numbers, and form subsequent numbers by subtracting the smaller from the larger, 
all the numbers will be smaller than the largest number in the initial pair. 

याा खेेळाात आपण ऋण संखं्याा वि�चााराात घेेत नसल्याानेे, एकाा टप्प्याावर खेेळ आपोोआपच थांं�बतोो. त्याामुुळेे याादीीमध्येे सर्वांंत लहाान संखं्याा 
असणेे आवश्यक आहेे आणि� तीी संखं्याा 1 असूू शकतेे किं�वाा 1 पेेक्षाा मोोठीी असूू शकतेे.
Since we are not allowing negative numbers, the game has to stop at some stage. So there exists a smallest number in 
the list, which may be 1 or a number greater than 1. 

याादीीतीील सर्वांंत लहाान संखं्याा S माानूू. नि�रीीक्षण 1 अ) प्रमााणेे, S याा संखं्येेनेे A आणि� B याा दोोन्हीी संखं्यांं�नाा भााग देेताा येेतोो.
Let us call this the smallest number S. If we call the initial numbers as A and B, A being the larger of the two numbers, 
observation 1a claims that S divides A and S divides B.

प्रथम आपण S नेे संखं्याा B लाा भााग जाातोो हेे सि�द्ध करू.
Let us first prove that S divides B.
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आताा गृहृीीत धराा, S याा संखं्येेनेे B लाा भााग जाात नााहीी, आणि� B लाा S नेे भााग दि�ल्याास k बााकीी मि�ळतेे.
Let assume S does not divide B.

तर B = nS + k; k < S       ------  भाागााकाारााचीी रीीत वाापरून आलेेलेे समीीकरण, याात k हीी बााकीी आहेे.
Then B = nS + k with k < S       ------  By applying the division algorithm with k as the remainder.

परंंतुु S हीी संखं्याा याादीीत आहेे. म्हणून B – nS पाासूून मि�ळाालेेलीी संखं्याा याादीीत असेेल --- S याा संखं्येेलाा ‘n वेळेाा’ गुुणूून आलेेलीी संखं्याा B 
मधूून वजाा केेल्याावर आपल्याालाा वरीील समीीकरण मि�ळतेे.
But S belongs to the list. So B – nS will also belong to the list --- we get this by subtracting S “n times” from B. 

म्हणून B - nS = k सुुद्धाा याादीीत असलीी पााहि�जे, परंंतुु k < S आणि� S हीी याादीीतीील सर्वांंत लहाान संखं्याा आहेे.
So B - nS = k also belongs to the list, but k < S and S is the smallest number in the list. 

यााचाा अर्थथ, S नेे B लाा भााग जाात नााहीी, हेे आपलेे गृहृीीतक चुुकीीचेे आहेे. म्हणजेच S याा संखं्येेनेे B लाा भााग देेताा येेतोो. 
That means our assumption that S does not divide B was wrong so, S divides B.

यााचप्रमााणेे, S याा संखं्येेनेे A लाा भााग देेताा येेतोो, हेेहीी आपल्याालाा दााखवताा येेईल. म्हणून S हीी A आणि� B यांं�चाा साामााईक वि�भााजक आहेे.
Similarly, we can show that S divides A as well. So S is a common factor of A and B.

नि�रीीक्षण 1 ब: सर्वांंत लहाान संंख्याा हीी फक्त साामााईक वि�भााजक नााहीी, तर सुुरुवाातीीच्याा दोोन संंख्यांं�चाा मसाावि� आहेे.
Observation 1b: The smallest number is not just any common factor, but the HCF of the two initial numbers. 

नि�रीीक्षण 1 ब चीी सि�द्धताा:
Proof for Observation 1b: 

सि�द्ध करण्याापूूर्वीी आपण पुुढीील वि�धाान सि�द्ध करू.
Let us prove a statement before we proceed with the proof of Observation 1b.

वि�धाान (1): दोोन संंख्यांं�चाा साामााईक वि�भााजक दोोन संंख्यांं�च्याा वजााबााकीीतूून मि�ळाालेेल्याा संंख्येेलाा वि�भाागतोो.
Statement (I): A common factor of two numbers also divides their difference. 

म्हणजेच, जर q याा संखं्येेनेे C आणि� D याा दोोन्हीी संखं्यांं�नाा भााग देेताा येेत असेेल आणि� C > D, तर C – D याा संखं्येेलाा q नेे भााग जाातोो.
i. e. If q divides C and D and C > D, then q divides C – D.

वि�धाानााचीी सि�द्धताा (1): q नेे संखं्याा C आणि� D यांं�नाा भााग जाातोो म्हणून,
Proof of Statement (I): q divides C and D would mean,

जर, C = rq आणि� D = tq; r व t हेे पूूर्णांंक आहेेत आणि� r व t > 0
तर C – D =  rq – tq = (r – t)  ×  q

Let C = rq and D = tq for some integers r and t > 0
So, C – D =  rq – tq = (r – t)  ×  q

अर्थाात q नेे C – D लाा भााग देेताा येेतोो किं�वाा वेगेळ्याा शब्दाात C आणि� D यांं�च्याा फरकााचााहीी q हाा साामााईक वि�भााजक आहेे.
So, q divides C – D and hence is a common factor of the difference between C and D. 
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आताा आपण नि�रीीक्षण 1 ब) कडे पुुन्हाा येेऊ
Coming back to observation 1b

अशाा प्रकाारेे, आपण दोोन संखं्याा घेेऊन सुुरुवाात केेलीी आणि� याा दोोन्हीी संखं्यांं�चाा साामााईक वि�भााजक q असेेल, तर q नेे त्यांं�च्याा वजााबााकीीतूून 
आलेेल्याा संखं्येेलाा भााग देेताा येेतोो. याातूून हीी बााब सि�द्ध होोतेे कीी खेेळााच्याा पहि�ल्याा पाायरीीनंंतर याादीीतीील ति�न्हीी संखं्यांं�चाा साामााईक 
वि�भााजक q असतोो. प्रत्येेक पाायरीीवर, याादीीतीील कोोणतीी तरीी एक संखं्यांं�चीी जोोडीी वाापरलीी जाातेे आणि� त्यांं�च्याा वजााबााकीीतूून नवीीन संखं्याा 
मि�ळतेे. जर q हीी संखं्याा याा संखं्यांं�च्याा जोोडीीचाा साामााईक वि�भााजक असेेल, तर q हीी नवीीन संखं्येेचाा वि�भााजक असतेे. याावरून सुुरुवाातीीच्याा 
A आणि� B याा संखं्यांं�नाा एखााद्याा संखं्येेनेे भााग जाात असेेल, तर त्याा संखं्येेनेे याादीीतीील, अगदीी S सहीीत, सर्वव संखं्यांं�नाा भााग जाातोो, यााचीी 
पुुष्टीी मि�ळतेे. यााचााच अर्थथ, A आणि� B यांं�चाा साामााईक वि�भााजक S चााहीी वि�भााजक असतोो.
Thus, if we start with two initial numbers and q is a common factor of both, it is also a common factor of their 
difference. This ensures that q is a common factor of all the three numbers in the list after the first step of the game. 
At every subsequent step, a pair of numbers is taken from the list and the difference written down as a new number. 
Thus if q is a common factor of the existing pair of numbers, it is also a factor of the new number. This ensures that if a 
number is a common factor of the initial numbers A and B, it is a factor of all the numbers in the list, including S. That 
is, any common factor of A and B, divides S.

म्हणून, सुुरुवाातीीच्याा A आणि� B याा संखं्यांं�चाा मसाावि� d असल्याास d नेे S लाा भााग जाातोो. म्हणून d ≤ S. माात्र, S हीी A आणि� B यांं�चाादेेखीील 
साामााईक वि�भााजक आहेे, हेे आपल्याालाा मााहीीत आहेे (नि�रीीक्षण 1 अ). म्हणून S ≤ d यााचााच अर्थथ S = d.
So, if the HCF of the initial numbers A and B is d, then d divides S and d ≤ S. However, we know that S also is a factor 
of A and B (Observation 1a). Hence S ≤ d. Therefore, we have S = d.

नि�रीीक्षण 2 अ : याादीीतीील सर्वव संखं्याा याा सर्वांंत लहाान संखं्येेच्याा पटीी आहेेत.
Observation 2a: All the multiples of the smallest number up to the largest number appear in the list.

नि�रीीक्षण 2 अ चीी सि�द्धताा : S हीी संंख्याा याादीीमध्येे आहेे आणि� A हीी S चीी पट आहेे.
Proof for Observation 2a: S belongs to the list, and A is a multiple of S.

म्हणून, A = f×S
So, A = f×S

आताा, S आणि� A = f×S, दोोन्हीीहीी याादीीत आहेेत.
Now S and A = f×S are both already in the list. 

त्यााचप्रमााणेे f×S – S = (f - 1)S सुुद्धाा याादीीत आहेे.
So, f×S – S = (f - 1)S is also in the list. 

त्यााचप्रमााणेे (f - 1)S – S = (f - 2)S सुुद्धाा याादीीत आहेे.
Similarly, (f - 1)S – S = (f - 2)S is also in the list. 

अशाा रीीतीीनेे (f – 1)S, (f – 2)S, (f – 3)S, ..., 3S, 2S सुुद्धाा याादीीत असतीील.
Continuing like this we can see that, (f – 1)S, (f – 2)S, (f – 3)S, ..., 3S, 2S also belong to the list.

नि�रीीक्षण 2 ब : याादीीतीील मोोठ्याा संखं्येेपरं्यंत लहाान संखं्येेच्याा सर्वव पटीी दि�सून येेताात.
Observation 2b: All the numbers in the list are multiples of the smallest number in the list

नि�रीीक्षण 2 ब सााठीी सि�द्धताा : नि�रीीक्षण 1a च्याा सि�द्धतेेसााठीी वाापरलेेलेे वि�धाान वाापरून आपल्याालाा S हीी सर्वांंत लहाान संखं्याा मि�ळतेे आणि� 
तीी याादीीतीील प्रत्येेक संखं्येेलाा वि�भाागते.
Proof for Observation 2b: Using the same argument used in the proof of Observation 1a, we get that the smallest 
number, S divides any number in the list. 
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8.1. युक्लिडचे खे

युुक्लि�िडच्याा काार्याा�वलींंचाा संंबंंध
Relation to the Euclidean algorithm

समजाा, आपण खेेळााचेे नि�यम बदलले. मोोठ्याा संखं्येेतूून लहाान संखं्याा वजाा करण्यााऐवजीी, आपण मोोठ्याा संखं्येेतूून लहाान संखं्येेचीी 
कोोणतीीहीी पट वजाा करू शकतोो आणि� पुुढच्याा पाायरीीवर, जीी पट वाापरलीी आहेे आणि� वजााबााकीीतूून ज्याा संखं्याा मि�ळााल्याा आहेेत, त्यांं�वर 
तीीच क्रि�याा करू शकतोो. याालााच युुक्लि�िडचीी काार्याावलीी म्हणताात. आताा हाा खेेळ आणि� युुक्लि�िडचीी काार्याावलीी कशीी कााम करतेे, तेे 
आपल्याालाा समजलेे काा?
Imagine you change the rules of the game:
Instead of subtracting the smaller number from the largest, you could subtract a multiple of the smaller number 
from the larger. And then in the next step do the same with the multiple used and the number remaining after the 
subtraction. This, then, is the Euclidean algorithm for you! So, can you see why the game and therefore the Euclidean 
algorithm works?

वि�चााराात घेेण्यााच्याा बााबीी
Points to ponder

1.	 संखं्यांं�चीी कोोणतीीहीी जोोडीी वाापरून जिं�कताा येेतेे काा? नसल्याास, संखं्यांं�च्याा कोोणत्याा जोोड्याा वाापरून जिं�कताा येेईल?
Do all pairs of numbers allow for a winning strategy? If not, what kinds of numbers will allow for a winning strategy?

2.	 समजाा हाा खेेळ तीीन जणांं�नीी मि�ळून खेेळलाा आणि� तीीन संखं्याा घेेऊन सुुरुवाात केेलीी तर कााय होोईल?
What happens if you allow for the first three numbers to be random? Say, by making it a three-player game?

पुुढीील संंज्ञांं�बााबत चर्चाा� कराा
Terms to discuss

गणि�तााचीी प्रक्रि�याा, अनुुमाान, प्रति�-उदााहरण, अनुुमाानेे यांं�संबंंधंीी मााहि�तीी देेणेे.
Process of mathematics, conjecture, counter example, reporting a conjecture, etc.

अधि�क वााचनाासााठीी 
Suggested Readings

•	 Euclid's Algorithm I: https://nrich.maths.org/1357/index
•	 Euclid's Algorithm II: https://nrich.maths.org/1728 
•	 Euclid's Algorithm III: https://www.cut-the-knot.org/blue/Euclid.shtml
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•	 Euclid's Game: https://www.cut-the-knot.org/blue/EuclidAlg.shtml
•	 The optimal strategy in Euclid's game: https://math.stackexchange.com/questions/754461/optimal-strategy-in-euclids-game


