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Exploring science and mathematics

Euclid’s Game
8.1. युुक्लि�िडचेे खेेळ

ओळख
Introduction
आपल्याालाा खेेळताानाा खूूप मजाा येेतेे. आज आपण असाा खेेळ खेेळणाार आहोोत, जोो प्रत्येेक वेळेीी जिं�कण्याासााठीी तुुम्हीी माार्गग शोोधााल!
Playing games is a lot of fun. Today you are going to play a game that involves numbers, and you will find a way to win the 
game, always!

सााहि�त्य
Materials

फळाा, खडूू, काागद
Blackboard, chalk and 
sheets of paper

कृृतीी 1: खेेळाा युुक्लि�िडचाा खेेळ
Task 1: Play the Euclid’s game

1.	 याा खेेळाात दोोन वि�द्याार्थीी भााग घेेऊ शकताात.
This is a two-player game.

2.	 खेेळााचेे नि�यम पुुढीीलप्रमााणेे आहेेत.
The rules of the game are as follows:

•	 खेेळाालाा सुुरुवाात प्रथम कोोण करणाार, हेे तुुम्हीी ठरवू ूशकताा. याात खेेळााडूू-1 नेे 1 तेे 100 पैैकीी कोोणतीीहीी एक नैैसर्गि�क संखं्याा लि�हाायचीी 
आहे. या सखं््ययेला आपण ‘A’ म््हणू. यानंतर खेळाडू-2 त््ययाच््यया आवडीची 1 ते 100 पैकी दुसरी कोणतीही सखं््यया लिहिल. या सखं््ययेला 
आपण ‘B’ म््हणू.
You can decide who plays first. The first player, say Player 1, writes down a number that is between 1 and 100, 
including both. Let us call this number ‘A’. The second player, say Player 2, can write down another number of his/
her choice. Let’s call this number ‘B’.

•	 आताा वि�द्याार्थीी-1 (A − B) किं�वाा (B − A) अशाा रीीतीीनेे वजााबााकीी करेेल, ज्याामुुळेे उत्तर ‘धन’ संखं्याा येेईल. याा संखं्येेलाा आपण ‘C’ म्हणू.
Now, the first player will write the number (A − B) or (B − A), whichever is positive. Let's call this number ‘C’. 

•	 आताा वि�द्याार्थीी 2 खेेळेेल. ति�च्यााकडेे पर्यााय आहेेत. तीी C आणि� A यांं�चीी वजााबााकीी करू शकतेे किं�वाा C आणि� B यांं�चीी वजााबााकीी करू 
शकते. मात्र आलेले उत्तर यादीत असल््ययास (जर A, B कििंवा C), विद्यार्थीनी ती सखं््यया पुन््हहा लिह शकणार नाही (सर््व उत्तरे धन 
असायला हवीत, हे लक्षात ठेवा).
Next, it is the second player's turn. He/she has a choice. He/She can either write the difference between C and A or 
the difference between C and B. However, if one of these differences is already in the list (i.e., if it is A or B or C) 
then it cannot be written again. (All differences are taken to be positive.)

•	 खेेळ असााच पुुढेे चाालूू ठेेवताानाा खेेळााडूू आळीीपााळीीनेे याादीीतीील कोोणत्यााहीी दोोन संखं्यााचीी वजााबााकीी करून मि�ळाालेेलीी धन संखं्याा 
लिहितील. मात्र ती सखं््यया यादीमध््यये आधीपासूनच नाही, हे विद्यार्थी पाहतील.
Similarly, in subsequent turns, the players take turns to write a number which is the difference between any two 
numbers in the list, provided the number itself is not already present in the list.

•	 जेेव्हाा कोोणतीीहीी नवीीन संखं्याा लि�हि�णे शक्य नसेल, तेेव्हाा हाा खेेळ संपेंेल.
The game ends when it is not possible to write any new number.

•	 जीी खेेळााडूू शेवेटचीी संखं्याा लि�हि�ल, तीी खेेळ जिं�केल.
The person who writes the last number will be the winner.
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आताा आपण हाा खेेळ एकदाा खेेळूून पााहूू.
Let us look at a sample run of the game.

•	 समजाा, खेेळााडूू-1 नेे 12 हीी संखं्याा लि�हि�लीी, तर खेेळााडूू-2 हीी उरलेेल्याा 99 संखं्यांं�मधूून संखं्याा नि�वडूू शकतेे.
Suppose, the first player writes 12. The second player has 99 choices to choose his/her number (as the upper limit is 
100).

•	 समजाा खेेळााडूू-2 नेे 16 हीी संखं्याा नि�वडलीी, तर खेेळााडूू-1 हीी 4 हीी संखं्याा लि�हि�ल, काारण 16 आणि� 12 यांं�चीी वजााबााकीी 4 येेतेे.
Suppose, the second player chooses 16, then the first player can only write 4, i.e. the difference between 16 and 12.

•	 त्याानंंतर खेेळााडूू-2 हीी 8 हीी संखं्याा लि�हि�ल. काारण 12 आणि� 4 यांं�चीी वजााबााकीी केेल्याास उत्तर 8 येेतेे. लक्षाात घ्याा, खेेळााडूू-2 नेे 16 आणि� 
4 याचं््यया वजाबाकीतून येणारी 12 ही सखं््यया लिहिलली नाही, कारण 12 ही सखं््यया आधीपासूनच यादीत आहे.
The second player then writes 8, the difference between 12 and 4. Note that the player could not have written the 
difference between 16 and 4, as 12 is already in the list. 

•	 आताा, येेथेे कोोणत्यााहीी नवीीन संखं्येेचीी शक्यताा दि�सत नााहीी. त्याामुुळेे हाा खेेळ 4, 8, 12, 16 याा संखं्यांं�बरोोबर संपेंेल (याादीीत 12, 16, 4, 8 
या क्रमाने सखं््यया येतात).
Now there is no possibility of writing new numbers, so the game ends with the numbers 4, 8, 12, and 16 appearing in 
the list (12, 16, 4, 8 in the order of appearance).

•	 वरीील याादीीत चाार संखं्याा आहेेत आणि� खेेळााडूू-2 नेे हाा खेेळ जिं�कलेेलाा आहेे. काारण शेवेटचीी 8 हीी संखं्याा ति�ने लि�हि�लीी आहेे.
There are four numbers in the list, and the second player is the winner, as he/she wrote the last number 8.

तुुमच्याा वर्गगमि�त्रांं�बरोोबर हाा खेेळ पुुन्हाापुुन्हाा खेेळाा. प्रत्येेक वेळेीी खेेळताानाा तयाार झाालेेल्याा याादीीचाा अभ्याास कराा आणि� तुुमचीी नि�रीीक्षणे पुुढीील 
तक्त्याात लि�हाा. शेवेटच्याा रकाान्याात जेेथेे तुुम्हीी वि�जेत्यााचेे नााव लि�हााल, तेेथेे खेेळााडूू-1 (ज्याानेे पहि�लीी संखं्याा नि�वडलीी) जिं�कलाा किं�वाा खेेळााडूू-2 
(ज्याानेे दुुसऱ्यांं�दाा संखं्याा नि�वडलीी) जिं�कलाा, तेे लि�हाा.
Play this game with your partner multiple times. Study the lists of numbers that you got for each game and record your 
observations in the table below. For the last column, where you record the winner, mention whether Player 1 (who chose the 
first number) won or Player 2 (who chose the second number) won.

सुुरुवाातीीच्याा संंख्याा
Initial Numbers

याादीीतीील 
सर्वांंत लहाान 

संंख्याा
The smallest 

number 
in your 

sequence

याादीीतीील 
सर्वांंत मोोठीी 

संंख्याा
The largest 

number 
in your 

sequence

याादीीतीील सर्वव संंख्याा 
(चढत्याा क्रमाानेे)

All numbers in a sequence 
(in ascending order)

याादीीत एकूूण 
कि�तीी संंख्याा 

आहेेत?
How many 

numbers are 
there in your 

sequence?

वि�जेेताा
Winnerखेेळााडूू-1

Player 1
खेेळााडूू-2
Player 2

तक्ताा 1
Table 1

कृृतीी 2: याादीीतीील संंख्यांं�चाा अंंदााज बांं�धणेे
Task 2: Predict the numbers in the list

समजाा खेेळाामध्येे सुुरुवाातीीच्याा संखं्याा पुुढीीलप्रमााणेे आहेेत. याा संखं्यांं�पाासूून खेेळ खेेळल्याास तुुमच्याा याादीीत कोोणत्याा संखं्याा येेतीील, यााचाा अंंदााज 
तुुम्हाालाा बांं�धताा येेईल काा?
Let us assume that the following are the initial numbers in the game. Based on these, can you predict the numbers that you 
will arrive at, while playing the game?
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(सूूचनाा: उत्तर देेताानाा अडल्याास तुुम्हीी बनवलेलाा तक्ताा पहाा. सुुरुवाातीीच्याा संखं्याा आणि� याादीीतीील संखं्याा यांं�च्याात कााहीी संबंंधं आहेे काा, तेे पहाा).
(Hint: If you are stuck, look at the table you just made. See if there is any relationship between the initial numbers and the 
numbers in the list.) 

1.	 सूूचीीतीील सर्वव संखं्यांं�चाा अंंदााज लाावाा जर:
Predict all the numbers in the list if:
i.	 सुुरुवाातीीच्याा संखं्याा 9 आणि� 15 असतीील 

The initial numbers are 9 and 15

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

ii.	 सुुरुवाातीीच्याा संखं्याा 20 आणि� 9 असतीील 
The initial numbers are 20 and 9 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

iii.	 सुुरुवाातीीच्याा संखं्याा 13 आणि� 17 असतीील 
The initial numbers are 13 and 17

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

iv.	 सुुरुवाातीीच्याा संखं्याा 7 आणि� 35 असतीील 
The initial numbers are 7 and 35

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

2.	 प्रत्येेक उदााहरणाासााठीी कोोणत्याा संखं्याा येेतीील, यााचाा तुुम्हीी अंंदााज कसाा बांं�धलाा? याा उदााहरणांं�मध्येे तुुम्हाालाा कााहीी आकृृति�बंधं दि�सले काा?
How did you predict the numbers for each example? Did you notice any patterns across the examples?

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

3.	 आताा, याादीी मि�ळण्याासााठीी कोोणतेे धोोरण वाापराायचेे आहेे, हेे तुुम्हाालाा कळलेे आहेे. तुुम्हीी असेे धोोरण सांं�गू ूशकााल काा, ज्याामुुळेे याा खेेळाात नेेहमीी 
एकच खेळाडू सतत जििंकेल? (कोणता खेळाडू हे धोरण वापरून नेहमी जििंकू शकतो?)
Now that you know the strategy for finding the list, can you predict a strategy that will ensure that one of the players will 
always win this game? (Which player can adopt this strategy and always win?)

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

कृृतीी 3: कााहीी अनुुमाानांं�चीी सि�द्धताा पााहणेे
Task 3: Looking for proofs of some conjectures

कााहीी वि�द्याार्थ्यां�ंनीी हाा खेेळ खेेळल्याानंंतर कााहीी रोोचक नि�रीीक्षणे नोंंदवलीी आहेेत.
Some students made these interesting observations after playing a few rounds of the game:

नि�रीीक्षण 1: याादीीतीील सर्वांंत लहाान संखं्याा हीी सुुरुवाातीीच्याा जोोडीीतीील संखं्यााचीी मसाावि� असते.
Observation 1: The smallest number in the final list is the HCF of the initial pair of numbers.

नि�रीीक्षण 2: याादीीतीील सर्वव संखं्याा याा सर्वांंत लहाान संखं्येेच्याा पटीी आहेेत. तसेच याादीीमध्येे लहाान संखं्येेपाासूून मोोठ्याा संखं्येेपरं्यंत लहाान संखं्येेच्याा 
सर्वव पटीीदेेखीील आहेेत. 
Observation 2: All and only the multiples of this smallest number up to the largest number appear in the list. 
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1.	 संखं्यांं�च्याा प्रत्येेक जोोडीीसााठीी असेे काा होोतेे, याासंबंंधंीी तुुम्हाालाा कााहीी सांं�गताा येेईल काा?
Can you figure out why this happens for every pair of numbers?

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

पुुढीील दोोन नि�रीीक्षणांं�बााबत चर्चाा करूयाा.
Let us look at the two observations.

•	 नि�रीीक्षण 1 असेे सांं�गते,
Observation 1 says the following:

a.	 याादीीतीील सर्वांंत लहाान संखं्येेनेे सुुरुवाातीीच्याा दोोन्हीी संखं्यांं�नाा भााग देेताा येेतोो.
The smallest number in the list divides both the initial numbers.

b.	 सर्वांंत लहाान संखं्याा हीी फक्त साामााईक वि�भााजक नााहीी, तर सुुरुवाातीीच्याा दोोन संखं्यांं�चाा मसाावि� असते.
The smallest number is not just any common factor, but the HCF of the two initial numbers.

•	 नि�रीीक्षण 2 असेे सांं�गते :
Observation 2 implies the following:

a.	 याादीीतीील सर्वव संखं्याा याा सर्वांंत लहाान संखं्येेच्याा पटीी असताात.
All the numbers in the list are multiples of the smallest number in the list.

b.	 याादीीतीील सर्वव संखं्याा याा सर्वांंत लहाान संखं्येेच्याा पटीी आहेेत. तसेच याादीीमध्येे लहाान संखं्येेपाासूून मोोठ्याा संखं्येेपरं्यंत लहाान संखं्येेच्याा 
सर््व पटी आहेत.
All the multiples of the smallest number up to the largest number appear in the list.

2.	 आपल्याालाा हीी नि�रीीक्षणे सि�द्ध कराायचीी आहेेत. तुुम्हाालाा कााहीी माार्गग सुुचताात काा, तेे लि�हाा.
We need to prove or justify these observations. Can you think of the ways of doing this?

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

वि�चााराात घेेण्यााच्याा बााबीी
Points to ponder

1.	 संखं्यांं�चीी कोोणतीीहीी जोोडीी वाापरून जिं�कताा येेतेे काा? नसल्याास, संखं्यांं�च्याा कोोणत्याा जोोड्याा वाापरून जिं�कताा येेईल?
Do all pairs of numbers allow for a winning strategy? If not, what kinds of numbers will allow for a winning strategy?

2.	 समजाा हाा खेेळ तीीन जणांं�नीी मि�ळून खेेळलाा आणि� तीीन संखं्याा घेेऊन सुुरुवाात केेलीी तर कााय होोईल?
What happens if you allow for the first three numbers to be random? Say, by making it a three-player game?

संंदर्भभ
References

•	 Euclid's Game: https://www.cut-the-knot.org/blue/EuclidAlg.shtml
•	 The optimal strategy in Euclid's game: https://math.stackexchange.com/questions/754461/optimal-strategy-in-

euclids-game


