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Euclid’s Game

யூக்ளிடின் விளைளயாடட்ு

Overview

சுருக்கம்

Here is a game that is based on the Euclidean algorithm to find the highest common factor of
two natural  numbers.  In  this  game,  students  not  only  play  the  game making  moves  that
correspond to steps of the Euclidean algorithm, but also engage in  doing  mathematics by
making conjectures, giving counter-examples, refuting conjectures, and proving the results.

இநத்  விளைளயாடட்ின்  மூலம்  யூக்ளிடியப்  படிமுளை�தத்ீரள்ை�ப்
பயன்படுதத்ி இரு இயல்  எண்களின்  மீப்பெபரு பெபாது �குதத்ிளையக்
(மீ.பெபா.�)  கணக்கிடலாம்.  இ�்�ழிமுளை�ளையப்  பின்ப�்றி கணக்குச்
பெசய்�ததாடு மடட்ும்  மாண�ரக்ள்  நிறுதத்ிக்  பெகாள்ளதபா�தில்ளைல .
ஊகங்களைள உரு�ாக்குதல் ,  அ��்ளை� நிராகரிதத்ல் ,  எதிர-்
உதாரணங்களைள �ழங்குதல் ,  ம�்றும்  முடிவுகளைள நிரூபிதத்ல்  தபான்�
பெசயல்பாடுகளின் மூலம் கணிதம் பெசய்�திலும் ஈடுபடு�ாரக்ள்.

An important idea is that we need to look for counter-examples to find out that a  statement is
not true. As a part of this unit, you should talk to the students and try to differentiate between
a true prediction and a mathematical result. Also discuss how in the case of establishing the
correctness  of  a mathematical  result,  giving examples is  not  enough;  while in the case of
proving a result wrong, counter-examples are enough.

ஒரு கூ�்றுப்  பெபாய்யானது என்பளைதத்  பெதரிநத்ுபெகாள்�த�்கு எதிர் -
உதாரணங்களைள நாம்  கண்டுபிடிப்பது முக்கியமான  ஒரு கருதத்ாகும் .
இநத்க்  க�்�ல்  பிரிவின்  ஒரு பகுதியில் ,  ஒரு கணித  தீரவ்ி�்கும்  ஒரு
சரியான  கணிப்பி�்கும்  இளைடதய உள்ள  த�றுபாடள்ைட ஆசிரியரக்ள்
விளக்க  த�ண்டும்.  தமலும்,  ஒரு கணித  தீரள்ை�ச்  சரிபாரக்க்
உதாரணங்கள்  தபாதாது என்றும்  ஆனால்  அளைதப்  பெபாய்க்க  எதிர் -
உதாரணங்கள் தபாதுமானளை� என்பளைதக் குறிதத்ும் நீங்கள் உளைரயாட
த�ண்டும்.

Minimum time: Three sessions of 40 minutes each.

குளை�நத்படச் தநரம்: 40 நிமிடங்களைளக் பெகாண்ட மூன்று அமரவ்ுகள்.

Type of Learning Unit: Classroom-based.

க�்�ல் பிரிவின் �ளைக: �குப்பளை�ப் பாடம்

Unit-specific objectives

பாடப்பிரிவின் இலக்குகள்

(i) To observe patterns in numbers and articulate the observed pattern clearly

(i) எண்  அளைமப்புகளைளக்  க�னிதத்ு,  நீங்கள்  க�னிதத்  அளைமப்ளைபத்
பெதளி�ாக வி�ரிதத்ல்.
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(ii) To look for counter-examples to refute a conjecture

(ii) ஓர்  ஊகதள்ைதப்  பெபாய்பெயன  நிரூபிக்க  எதிர-்உதாரணங்களைளத்
ததடுதல்.

(iii) To understand that examples are not sufficient to prove a conjecture

(iii) ஓர ்ஊகதள்ைத நிரூபிகக் உதாரணங்கள் மடட்ுதம தபாதாது என்பளைதப்
புரிநத்ுபெகாள்ளுதல்.

(iv) To understand that just one counter-example is sufficient to disprove a conjecture

(iv) ஓர ்  ஊகதள்ைதப்  பெபாய்பெயன  நிரூபிகக்  ஓர்  எதிர-்உதாரணம்
தபாதுமானது என்பளைதப் புரிநத்ுபெகாள்ளுதல்.

(v) To come up with a logical argument (i.e. a proof) in support of a conjecture

(v) ஓர ்  ஊகதத்ி�்கு �லுதசரக்்கும்  தரக்்க  �ாதங்களைள (அதா�து,  ஒரு
நிரூபணம்) தயாசிதத்ல்.

(vi) To  understand  the  relation  between  taking  successive  differences  and  the  Euclidean
algorithm to find the highest common factor (HCF) of two numbers

(vi) யூக்ளிடியப்  படிமுளை�தத்ீரள்ை�க்  பெகாண்டு இரு எண்களின்  மீப்பெபரு
பெபாது �குதத்ிளையக் கணக்கிடு�த�்கும், பெதாடரச்ச்ியாக எண்களைளக்
கழிப்பதி�்கும் இளைடதய உள்ள பெதாடரள்ைபப் புரிநத்ுபெகாள்ளுதல்.

Links to curriculum

பாடதத்ிடட்தத்ுடன் உள்ள பெதாடரப்ுகள்

NCERT  Maths  Class  6:  The  concepts  of  factors,  relatively  prime  (co-prime)  numbers  and
multiples (Chapter 3)

NCERT Maths Class 6: The concept of Highest Common Factor (HCF)(Chapter 3)

NCERT Maths Class 10: Euclid’s Lemma (Chapter 1)

Materials: Blackboard, chalk and sheets of paper.

பெபாருடக்ள்: கரும்பலளைக, சாக் (chalk), ), காகிதத ்தாள்கள்

Introduction

அறிமுகம்

Playing games is a lot of fun. Today you are going to play a game that involves numbers, and you
will find a way to win the game, always!

விளைளயாடுதல்  நமக்கு மிகுநத்  மகிழ்சச்ிளையத்  தரும்  ஒரு பெசயலாகும் .
எண்களைளக்  பெகாண்டு இன்று நாம்  விளைளயாட  தபாகித�ாம் .  இதில்
எப்தபாதுதம பெ��்றிபெபறு�த�்கான  உதத்ிளையயும்  நீங்கள்
பெதரிநத்ுகப்ெகாள்ள தபாகிறீரக்ள்.

Task 1: Play the Euclid’s game

முதல் பெசயல்: யூக்ளிடின் விளைளயாடட்ு

1. This is a two-player game.

1. விளைளயாட இரு நபரக்ள் ததளை�.
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2. The rules of the game are as follows.

2. விளைளயாடட்ின் விதிகள் பின்�ருமாறு.

• You can decide who plays first.The first player, say Player 1, writes down a number that is
between 1 and 100,  including both.  Let us call  this  number ‘A’.  The second player,  say
Player 2, can write down another number of his/her choice. Let’s call this number ‘B’.

• விளைளயாடள்ைட யார்  பெதாடங்கு�ாரக்ள்  என்பளைத நீங்கதள முடிவு
பெசய்து பெகாள்ளலாம்.  முதல் ஆடட்கக்ாரர் (ஆடட்கக்ாரர் 1),  1  முதல்  100
�ளைரயில்  உள்ள  ஓர்  எண்ளைணத்  ததரந்ப்ெதடுதத்ுக்  பெகாண்டு அளைத
எழுத  த�ண்டும்.  இநத்  எண்ளைண ‘ A’ ’  எனக்  பெகாள்த�ாம்.  இரண்டாம்
ஆடட்கக்ாரர்  (ஆடட்கக்ாரர்  2),  மிதமுள்ள  99  எண்களில்  விருப்பப்படட்
ஒன்ளை� எழுதிகப்ெகாள்ளலாம். இநத் எண்ளைண ’B’ எனக் பெகாள்த�ாம்.

• Now, the first player will write the number (A – B) or (B – A), whichever is positive. Let's call
this number ‘C'.

• இப்தபாது,  முதல்  ஆடட்கக்ாரர்  (A’  −  B)  அல்லது (B  −  A’ )-ஐ  கணக்கிட
த�ண்டும்.  எதில்  மிளைக எண்ளைண (positive  number) )  விளைடயாக
பெபறுகி�ாதரா  அளைத அ�ர்  எழுதிக்  பெகாள்ள  த�ண்டும் .  இநத்
எண்ளைண ‘C’ ’ எனக் பெகாள்த�ாம்.

• Next,  it  is  the  second player's  turn.  He/she  has  a  choice.  He/She  can either  write  the
difference between C and A or the difference between C and B. However, if one of these
differences is already in the list (i.e., if it is A or B or C) then it cannot be written again. (All
differences are taken to be positive.)

• பின்னர,் இரண்டாம் ஆடட்க்காரர ்அ�ரது சு�்றில் (C’  − A’ ) அல்லது (C’  − B)-
இல்  எளைதக்  கணக்கிடப்தபாகி�ார்  என்பளைதத்
ததரந்ப்ெதடுதத்ுகப்ெகாள்ளலாம்.  ஆனால்,  எண்  பெதாகுப்பில்   ஏ�்கனத�
அ�்பெ�ண் இடம் பெப�்றிருநத்ால் (அதா�து, A’  அல்லது B அல்லது C’  ஆக
இருநத்ால்) அது மீண்டும் எழுதப்படக்கூடாது.  (கழிதத்லில் பெப�்� எண்
மிளைக எண்களாக கருதப்படும்)

• Similarly,  in  subsequent  turns,  the  players  take  turns  to  write  a  number  which  is  the
difference between any two numbers in the list, provided the number itself is not already
present in the list.

• இதததபால,  எண்  பெதாகுப்பில்  இடம்பெப�்றிருக்கும்  எதா�து இரு
எண்களின்  விதத்ியாசதள்ைத அடுதத்டுதத்  சு�்றில்  கணக்கிடட்ு
ஆடட்கக்ாரரக்ள்  எழுதிகப்ெகாள்�ாரக்ள்.  ஆனால்,  அது பெதாகுப்பில்
ஏ�்கனத� இடம்பெப�ாத எண்ணாகவும் இருக்க த�ண்டும்.

• The game ends when it is not possible to write any new number.

• கழிதத்லின்  மூலம்,  புதிதான  எண்  ஏதும்  கிளைடக்கவில்ளைல என்�ால்
ஆடட்ம் முடிவுபெப�்றுவிடட்தாக கருதிகப்ெகாள்ள த�ண்டும்.

• The person who writes the last number will be the winner.

• இறுதி எண்ளைணப்  பதிவிடட்�ரத்ான்  ஆடட்தத்ில்  பெ��்றி
பெப�்��ரா�ார.்

Let us look at a sample run of the game.
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ஓர ்எடுதத்ுகக்ாடள்ைட இப்தபாது பாரக்்கலாம்.

• Suppose, the first player writes 12. The second player has 99 choices to choose his/her
number (as the upper limit is 100).

• முதல்  ஆடட்க்காரர்  எண்  12-ஐ  ததரந்ப்ெதடுக்கி�ார்  என்று
எடுதத்ுகப்ெகாள்த�ாம்.  இப்தபாது இரண்டாம்  ஆடட்க்காரர்  99
எண்களில்  ஒன்ளை�த் ததரந்ப்ெதடுக்கலாம்.  (100 எண்கள்  இருக்கின்�ன
என்பதால்)

• Suppose,  the second player chooses 16,  then the first  player can only  write 4,  i.e.  the
difference between 16 and 12.

• இரண்டாம் ஆடட்க்காரர ்எண் 16-ஐ ததரந்ப்ெதடுக்கி�ார ்என்�ால், முதல்
ஆடட்கக்ாரர ்எண் 4-ஐ தான் எழுத முடியும். ஏபெனன்�ால், 16-லிருநத்ு 12-
ஐ கழிக்கித�ாம்.

• The second player then writes 8, the difference between 12 and 4. Note that the player
could not have written the difference between 16 and 4, as 12 is already in the list.

• பின்னர,்  12-லிருநத்ு 4-ஐ  கழிப்பதால்  இரண்டாம்  ஆடட்க்காரர்  8-ஐ
எழுதுகி�ார.்  இ�ர்  16  ம�்றும்  4-இன்  விதத்ியாசதள்ைத எழுதியிருக்க
முடியாது ஏபெனன்�ால்  பெதாகுப்பில்  12  ஏ�்கனத�
இடம்பெப�்றிருக்கி�து.

• Now there is no possibility of writing new numbers, so the game ends with the numbers 4,
8, 12, and 16 appearing in the list (12, 16, 4, 8 in the order of appearance).

• இப்தபாது,  புதிய  எண்கதளதும்  எழுது�த�்கான  �ாய்ப்புகள்  இல்ளைல.
ஆதலால்,  ஆடட்தத்ின் முடிவில் எண்கள் 4,  8,  12,  ம�்றும், 16 ஆகியளை�த்
பெதாகுப்பில்  இடம்பெப�்றுள்ளது.  (எழுதப்படட்  �ரிளைசயில்
எடுதத்ுகப்ெகாண்டால் 12, 16, 4, 8 ஆகும்)

• There are four numbers in the list, and the second player is the winner, as he/she wrote
the last number 8.

• பெதாகுப்பில்  பெமாதத்ம்  நான்கு எண்கள்  உள்ளன .  இரண்டாம்
ஆடட்கக்ாரர ்பெ��்றி பெப�்�ார,்  ஏபெனன்�ால் அ�ரத்ான் இறுதி எண்  8-
ஐ எழுதினார.்

Play this game with your partner multiple times. Study the lists of numbers that you got for each
game and record your observations in the table below. For the last column, where you record the
winner, mention whether Player 1 (who chose the first number) won or Player 2 (who chose the
second number) won.

உங்கள்  நண்பருடன்  இநத்  ஆடட்தள்ைதப்  பல  முளை� விளைளயாடுங்கள் .
ஒ�்பெ�ாரு ஆடட்தத்ிலும்  பெதாகுப்பில்  இடம்பெப�்�  எண்களைள ஆராய்நத்ு ,
நீங்கள்  உ�்றுதநாக்கிய��்ளை�க்  கீதழ பெகாடுகக்ப்படட்ுள்ள
அடட்�ளைணயில்  பதிவிடுங்கள்.  பெ��்றி பெப�்��ர்  என்�  கடட்தத்ில் ,
ஆடட்கக்ாரர ்1 (முதல் எண்ளைணத் ததரந்ப்ெதடுதத்�ர)் அல்லது ஆடட்க்காரர ்2
(இரண்டாம் எண்ளைணத ்ததரந்ப்ெதடுதத்�ர)் என்று குறிப்பிடுங்கள்.
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Initial Numbers The smallest
number in the

list

The largest
number in

the list

All the numbers in
the list

(in ascending order)

How many
numbers are
there in the

list?

Winner

Player
1

Player
2

பெதாடக்க
எண்கள்

பெதாகுப்பி
ல்

இடம்பெப�்
றுள்ள

மிகசச்ிறிய
எண்

பெதாகுப்பி
ல்

இடம்பெப�்
றுள்ள

மிகப்பெபரி
ய எண்

பெதாகுப்பிலுள்
ள அளைனதத்ு

எண்களும்
(ஏறு�ரிளைசயி
ல் எழுதுங்கள்)

பெதாகுப்பி
ல்

எதத்ளைன
எண்கள்
உள்ளன?

பெ��்றி
பெப�்�

�ர்ஆடட்
க்கார

ர ்1

ஆட்
டக்க
ாாரர்

2

The teacher can also make this table on the board. After all the students finish playing the
game a few times, collect some responses from the students and fill in the table. (It is fun to
play the game the first few times. However, the teacher should stop the game and start a
discussion, when she feels that the students are getting tired or bored of repeating the game.)

இநத்  அடட்�ளைணளைய ஆசிரியர்  கரும்பலளைகயிலும்  �ளைரநத்ு
பெகாள்ளலாம்.  மாண�ரக்ள்  அளைன�ரும்  விளைளயாடி முடிதத்  பின்னர் ,
சிலரின்  பதில்களைள அ�ர்  அடட்�ளைணயில்  பதிவிடலாம் .  (முதல்  சில
ஆடட்ங்கள்  சூடு பிடிதத்ு உ�்சாகம்  தரும் .  ஆனால்,  மாண�ரக்ளுக்கு
சலிப்புத்  தடட்ும்தபாது ஆடட்தள்ைத இளைடயில்  நிறுதத்ிவிடட்ு ஆசிரியர்
கலநத்ுளைரயாட பெதாடங்கத�ண்டும்.)

Please see the section ‘Mathematical and pedagogical explanations’ before recording students'
responses on the board. Ensure that a sufficient number of examples that help generate some
conjectures, are on the board.

மாண�ரக்ளின்  பதில்களைளப்  பலளைகயில் பதிவிடும்  முன்னர,்  ஆசிரியர்
‘கணிதம்  ம�்றும்  கல்வியியல்  சாரந்த்  விளகக்ங்கள்’  என்�  பிரிளை�
�ாசிக்கும்படி தகடட்ுகப்ெகாள்கித�ாம் .  தபாதுமான  பதில்கள்  இருப்பளைத
உறுதிச்  பெசய்யுங்கள்.  இது ஊகங்களைள உரு�ாக்கும்தபாது
உதவியளிப்பதாக இருக்கும்.

The  teacher  can  then invite  the  students  to  look  for  patterns  in  the  filled  table.  Ask  the
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students to generalize the patterns and make conjectures. Write down each conjecture on the
board  and  encourage  the  students  to  examine  whether  it  holds,  by  generating  more
examples, or can be refuted by generating a counter-example.  Help the students see that
verifying the conjecture for any number of examples does not amount to a proof, and that one
counter-example is sufficient to disprove a conjecture. Encourage the students to come up
with proofs of their conjectures.

அடட்�ளைணயில்  பதில்களைள நிரப்பிய  பின்னர் ,  எண்களில்
அளைமப்புகதளதும்  பெதன்படுகி�தா  என்று மாண�ரக்ளைளக்
கண்டுபிடிக்கும்படி கூறுங்கள் .  அளைமப்புகளைளப்  பெபாதுவிதிப்படுதத்ி
அ�ரக்ள்  ஊகங்களைள உரு�ாகக்  த�ண்டும் .  ஒ�்பெ�ாரு ஊகதள்ைதயும்
பலளைகயில்  எழுதுங்கள்.  அ��்ளை�ச்  சரிபாரக்்க,  தமலும்  பல
உதாரணங்களைள உரு�ாக்கும்படி மாண�ரக்ளைள ஊக்குவியுங்கள் .
எதிர-்உதாரணதள்ைதக்  பெகாண்டு பெபாய்க்கவும் பெசய்யலாம்.  ஊகதள்ைதப்
பெபாருநத்ு�தாக  எண்ண�்�  உதாரணங்கள்  பெகாடுக்கப்படட்ாலும்,  அது
நிரூபணமாகிவிடட்த�்கு ஈடாகாது என்றும் ,  அளைதப் பெபாய்க்க ஓர ்எதிர-்
உதாரணம்  தபாதுமானது என்பளைதயும்  மாண�ரக்ளைள உணரச்
பெசய்யுங்கள். அ�ரக்ள் சிநத்ிதத் ஊகதள்ைத நிரூபிக்க ஊக்குவியுங்கள்.  

Some of the conjectures that the students might come up with, and the ways to handle these
are  discussed  in  the  section  'Mathematical  and  pedagogical  explanations'.  However,  it  is
possible that students come up with conjectures that are not listed here. In this case, take the
conjectures  one-by-one,  verify,  refute  or  prove  the  conjecture  as  the  case  may  be,  and
familiarise the students with these processes.

மாண�ரக்ள்  அளிக்கும்  சில  ஊகங்கள்  ம�்றும்  அ��்ளை� எ�்�ாறு
ளைகயாள  த�ண்டும்  என்பளைதக்  குறிதத்ு அறிய  ‘கணிதம்  ம�்றும்
கல்வியியல் சாரந்த் விளக்கங்கள்’ என்� பிரிளை� �ாசியுங்கள்.  எனினும்,
இதில்  படட்ியலிடப்படாத  ஊகங்களைள மாண�ரக்ள்  சிநத்ிப்பதும்
சாதத்ியதம.  இநத்ச ்சமயதத்ில்,  ஊகங்களைள ஒன்பெ�ான்�ாக சரிபாரத்த்ு ,
அ��்ளை� நீங்கள்  பெபாய்க்க  த�ண்டும்  அல்லது நிரூபிக்க  த�ண்டும் .
மாண�ரக்ளைள இநத்ச ்பெசயலில் ததரச்ச்ிபெப� பெசய்யுங்கள்.

Task 2: Predict the numbers in the list

பெசயல் 2: படட்ியலில் உள்ள எண்களைளக் கணிதத்ல்

Let us assume that the following are the initial numbers in the game. Based on these, can you
predict the numbers that you will arrive at, while playing the game?

ஆடட்தத்ின்  பெதாடக்க  எண்கள்  �ழங்கப்படட்ுள்ள  நிளைலயில்,
விளைளயாடும்தபாது எநப்ெதநத்  எண்களைளப்  பெபறுவீரக்ள்  என்று உங்களால்
கணிதத்ிட முடியுமா?

(Hint: If you are stuck, look at the table you just made. See if there is any relationship between the
initial numbers and the numbers in the list.)

(குறிப்பு:  தீரவ்ு கிளைடக்காமல்  தபானால்  அடட்�ளைணளையப்  பாருங்கள் .
அதிலுள்ள  பெதாடக்க  எண்களுக்கும்,  படட்ியலிடப்படட்  எண்களுக்கும்
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இளைடதய ஏததனும் பெதாடரப்ு உள்ளதா என்பளைதச ்தயாசளைனச ்பெசய்யுங்கள்)

Predict all the numbers in the list if:

பின்�ரும்  பெதாடகக்  எண்களுக்கு,  முடி�ாக  கிளைடக்ககூடிய  எண்களைளக்
கணிதத்ிடுங்கள்:

1. The initial numbers are 9 and 15.

1. 9 ம�்றும் 15

___________________________________________________________________________________________

2. The initial numbers are 20 and 9.

2. 20 ம�்றும் 9

___________________________________________________________________________________________

3. The initial numbers are 13 and 17.

3. 13 ம�்றும் 17

___________________________________________________________________________________________

4. The initial numbers are 7 and 35.

4. 7 ம�்றும் 35

___________________________________________________________________________________________

5.  How did you predict the numbers for each example? Did you notice any patterns across the
examples?

5. ஒ�்பெ�ாரு எடுதத்ுகக்ாடட்ி�்கும் எண்களைள எ�்�ாறு கணிதத்ீரக்ள் ? இநத்
எடுதத்ுகக்ாடட்ுகளில் ஏததனும் அளைமப்பு இருப்பளைதக் க�னதத்ீரக்ளா?

________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________

The  teacher  then can engage  students  in  a  discussion on how they  can justify  that  their
strategy  for  finding  the  numbers  in  the  list  will  always  work.  Please  study  the  section
`Mathematical  and  pedagogical  explanations’ for  suggestions/ideas  on  how  to  lead  this
discussion.

 எண்களைளக்  கண்டறிய  மாண�ரக்ள்  பயன்படுதத்ியுள்ள  உதத்ி
த��ாமல்  சரியான  விளைடளைய அளிக்கும்  என்பளைத அ�ரக்ள்  எ�்�ாறு
நியாயப்படுதத்லாம்?  இளைதக்  குறிதத்ு ஆசிரியர்  ஓர ்  உளைரயாடளைல
நிகழ்தத்லாம்.  இளைத எ�்�ாறு எடுதத்ுச ்பெசல்லலாம் என்பளைதக் குறிதத்
கருதத்ுகள்/தயாசளைனகளைளப் பெப� ‘கணிதம் ம�்றும் கல்வியியல் சாரந்த்
விளக்கங்கள்’ என்� பிரிளை� �ாசியுங்கள்.

6. Now that you know the strategy for finding the list, can you predict a strategy that will ensure
that one of the players will always win this game? (Which player can adopt this strategy and
always win?)

6. எண்களைளக்  கண்டறியும்  உதத்ி த�்தபாது உங்களுக்குத்  பெதரியும் .
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அதததபால,  இரு ஆடட்கக்ாரரக்ளில்  ஒரு�தர எப்தபாதும்  பெ��்றி
பெபறு�ளைத உறுதிச் பெசய்�த�்கான  ஓர் உதத்ிளைய உங்களால்  கணிக்க
முடியுமா?  (இரு�ரில்  எநத்  ஆடட்க்காரர் இநத்  உதத்ிளையப்  பயன்படுதத்ி
எப்தபாதும் பெ��்றி பெப�லாம்?)

________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________

Mathematical and pedagogical explanations

கணிதம் ம�்றும் கல்வியியல் சாரந்த் விளகக்ங்கள்

The activity helps the students engage in some fundamental practices of mathematics, such as
observing patterns, making conjectures, verifying or refuting the conjectures, and so on. The
novelty of the activity is in seeing how mathematical ideas emerge in the context of the game.
The game begins with a simple task such as subtraction of two numbers. At the end of one or
two  games,  the  student  begins  to  grasp  that  the  process  leads  to  a  finite  sequence  of
numbers.  Moreover,  one  starts  figuring out  that  the  numbers  that  emerge in  each game
depend on the choice of the initial pair of numbers. After looking for patterns, the students
will  realize the connection between the HCF of the initial  pair of  numbers with the list of
numbers obtained.  

இநத்  விளைளயாடட்ின்  மூலம்  மாண�ரக்ள்  சில  அடிப்பளைடயான  கணித
பெசயல்பாடுகளில்  ஈடுபடலாம்.  எண்  அளைமப்புகளைள உ�்றுதநாக்குதல் ,
ஊகங்களைள உரு�ாக்குதல்,  அ��்ளை� நிரூபிதத்ல் அல்லது நிராகரிதத்ல் ,
தபான்�ளை� இளை� .  ஆடட்தத்ின்தபாது கணித  கருதத்ுகள்  எ�்�ாறு
பெ�ளிப்படுகி�து என்பளைத அறிநத்ு பெகாள்�தத இநத்  விளைளயாடட்ின்
தனிதத்ு�மாகும்.  இரண்டு எண்களைளக்  கழிதத்ல்  என்�  எளிளைமயான
பெசயலில்  பெதாடங்கும்  மாண�ரக்ள்,  சில  ஆடட்ங்களுக்குப்  பின்னர்
இசப்ெசயலின்  மூலம்  முடிவுள்ள  ஓர்  எண்பெதாகுப்புக்
கணக்கிடப்படட்ிருப்பளைத உணர�்ாரக்ள் .  தமலும்,  கிளைடதத்  எண்கள்
அளைனதத்ுதம பெதாடக்கதத்ில் ததரந்ப்ெதடுதத் எண்களைளப் பெபாறுதத்ுதான்
உள்ளது என்பளைதயும்  பெதரிநத்ுபெகாள்�ாரக்ள் .  இ�்பெ�ண்களுக்கு
அளைமப்புகதளதும்  உள்ளதா  என்பளைதக்  உ�்றுதநாக்கும்தபாது,
அ��்றி�்கும்  பெதாடக்க  எண்களின்  மீ.பெபா.�-க்கும்  உள்ள  பெதாடரள்ைப
மாண�ரக்ள் உணரந்த்ுபெகாள்�ாரக்ள்.

To understand the mathematical significance of the students' responses, we consider below
the different ways of thinking that students might exhibit and propose some conjectures that
they might come up with. In the pedagogical discussion column, we provide explanations for
some of the conjectures, and suggestions to lead the discussion.

மாண�ரக்ளின் பதில்களில் உள்ள கணித கருதத்ுகளைளப் புரிநத்ுபெகாள்ள,
அ�ரக்ள்  பெ�ளிப்படுதத்க்கூடிய  சில  சிநத்ளைன முளை�கள்  ம�்றும்
உரு�ாகக்க்கூடும்  ஊகங்களைளக்  கீதழ படட்ியலிடட்ுள்தளாம் .  சில
ஊகங்களுக்கு விளக்கங்களும் ,  அ��்ளை�க்  குறிதத்  உளைரயாடளைல
நிகழ்தத் தயாசளைனகளும் ‘க�்பிகக் உதவும் கலநத்ுளைரயாடல்கள்’ என்�
கடட்தத்ில் பெகாடுகக்ப்படட்ுள்ளன. 
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Students’ observations Possible pedagogical discussion

The largest  number  in  the  sequence  is
the same as the largest  number in  the
initial pair of numbers.

 Ask for the reason why the larger initial number
remains the largest number in the list till the end.

 Explanation:  As  we are subtracting numbers in
consecutive  steps  within  the  set  of  positive
integers,  the  numbers  obtained  will  always  be
smaller than the largest number in the initial pair
of numbers.

The list contains only the multiples of the
smallest number in the final list.

 Ask to verify with other examples in the table.

 Ask whether they can come up with a counter-
example.

 Ask for the reason why this is the case.  

In  the initial  pair  of  numbers,  if  one of
the numbers is a multiple of the other,
then the list contains only the multiples
of the smaller initial number.
E.g.:  For  the  initial  numbers,  7  and  35,
the  sequence  obtained  contains  only
multiples of 7.

 Ask to take a few more initial pairs of numbers,
where one is a multiple of the other and verify
that it works every time.

 Look  for  a  counter-example  ― a  set  of  two
numbers which will refute the above conjecture.
This  is  an  opportunity  to  discuss  whether  not
finding a counter-example amounts to a proof of
the conjecture.  

If the initial numbers are co-prime (i.e., 1
is the only common factor), then the list
consists of all the numbers from 1 to the
larger  number  in  the  initial  pair  of
numbers.

 Ask to take a few more initial pairs of co-prime
numbers and verify that it works every time.

 Look  for  a  counter-example  ― a  set  of  two
numbers which will refute the above conjecture.
This  is  an  opportunity  to  discuss  whether  not
finding a counter-example amounts to a proof of
the conjecture.  

If  the  initial  pair  of  numbers  has  a
common  factor,  d,  then  the  smallest
number in the list is d.

 Note  that  students  may  not  consider  1  as  a
common factor, and therefore while testing this
conjecture  they  might  not  have  co-prime
numbers as the initial pair.

 Ask to take a few more examples of a similar kind
and verify that it works every time.

 Ask whether the two numbers in the pair have
any  other  common  factor.  Ask  them  whether
they  want  to  modify  the conjecture.  (Note that
the conjecture in this particular form is not true.
When we start with the initial  numbers 12 and
16, 2 is a common factor of both numbers, but

CC-BY-SA 4.0 license, HBCSE                9



Vigyan Pratibha Learning Unit          Euclid's Game

does not appear in the final list.)

 Ask them if  there is anything special  about the
common factor  that  is  the  smallest  number  in
the list.

 Think about why the smallest number in the list
is this particular factor.

If the last three conjectures above have been articulated by the students, encourage them to
come up with one conjecture that will include all these three conjectures.

The smallest number of the sequence is
a  common  factor  of  the  initial  two
numbers.

 Find out if this includes or contradicts any of the
above conjectures.

 Refine, verify, or refute the conjecture.

The smallest number of the sequence is
the HCF of the initial pair of numbers.

 Find out if this includes or contradicts any of the
above conjectures.

மாண�ரக்ளின் ஊகங்கள் க�்பிகக் உதவும் கலநத்ுளைரயாடல்கள்

எண்பெதாகுப்பில்  உள்ள  பெபரிய
எண்ணும்,  பெதாடகக்  எண்களில்
உள்ள  பெபரிய  எண்ணும்  ஒன்�ாக
இருக்கும்.

 எண்  பெதாகுப்பின்  இறுதி �ளைர ,
பெதாடக்க  எண்தண ஏன்  பெபரிய
எண்ணாக  உள்ளது என்று
தகளுங்கள்.

 விளக்கம்:  பெதாடரச்ச்ியாக  மிளைக
எண்களைளக்  கழிப்பதால்,
கணக்கிடப்படும்  எண்கள்
எப்தபாதும்  பெதாடக்க  எண்களைள
விட சிறியதாகதான் இருக்கும்.

இறுதி எண்  பெதாகுப்பில் ,  மிகசச்ிறு
எண்ணின் மடங்குகள் மடட்ும்தான்
இடம்பெப�்றிருக்கும்.

 அடட்�ளைணயில்  உள்ள  ம�்�
எடுதத்ுக்காடட்ுகளுடன்
சரிபாரக்்கும்படி பெசால்லுங்கள்.

 இத�்கான  எதிர-்உதாரணங்கள்
எளைதயும்  தரமுடியுமா  என்று
தகளுங்கள்.

 இ�்�ாறு இருப்பத�்கான
காரணதள்ைதக்  கூறும்படி
தகளுங்கள்.  

பெதாடக்க  எண்களிபெலான்று
ம�்பெ�ான்றின்  மடங்காக
இருக்குமானால்,  இறுதி
எண்பெதாகுப்பில்  சிறிய  எண்ணின்
மடங்குகள்  மடட்ும்தான்
கிளைடக்கும்.

 தமலும்  சில  பெதாடக்க
எண்தசாடிகளைள (ஒன்று ம�்பெ�ாரு
எண்ணின்  மடங்காக  இருப்பதாக)
எடுதத்ுக்  பெகாள்ள   பெசால்லுங்கள்.
ஒ�்பெ�ாரு எண்தசாடியிக்கும் இநத்
ஊகதள்ைதச்  சரிபாரக்்கும்படி
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எடுதத்ுக்காடட்ு:  7 ம�்றும்  35 என்�
பெதாடக்க  எண்களுக்கு நாம்
பெப�க்கூடிய எண்பெதாகுப்பில்,  7-ன்
மடங்குகள்  மடட்ும்தான்
இடம்பெப�்றிருக்கும்.

பெசால்லுங்கள்.

 இநத்  ஊகதள்ைதப்  பெபாய்க்கக்
கூடும்  இரு எண்களைளச்  சிநத்ிதத்ு
எதிர-்உதாரணங்களைள உரு�ாக்க
முய�்சி பெசய்யுங்கள் .  எதிர-்
உதாரணம்  கிளைடக்காமல்
தபானால்  ஊகம்
நிரூபிக்கப்படட்தாக
எடுதத்ுகப்ெகாள்ளலாமா  என்பளைதக்
குறிதத்ு உளைரயாட  தகுநத்
தருணமாக இது இருக்கும்.

பெதாடக்க  எண்கள்  சாரப்கா
முழுஎண்களாக  (அதா�து,  1-ஐ
மடட்ுதம பெபாது �குஎண்ணாக
பெகாண்ட எண்கள்)  இருக்குமானால்
இறுதி எண்பெதாகுப்பில் ,  1  முதல்
பெதாடக்க  எண்களின்  பெபரிய  எண்
�ளைரயில்  எல்லா  எண்களும்
இடம்பெபறும்.

 தமலும்  சில  சாரப்கா  முழுஎண்
தசாடிகளைளத்  ததரந்ப்ெதடுதத்ு,
ஒ�்பெ�ாரு முளை�யும்  முடிவுகள்
எதிரப்ாரத்த்ளைதப்  தபால்  உள்ளதா
என்பளைதச்  சரிபாரக்்கும்படி
பெசால்லுங்கள்.

 இநத்  ஊகதள்ைதப்  பெபாய்க்கக்
கூடும்  இரு எண்களைளச்  சிநத்ிதத்ு
எதிர-்உதாரணங்களைள உரு�ாக்க
முய�்சியுங்கள்.  எதிர-்உதாரணம்
கிளைடக்காமல்  தபானால்  ஊகம்
நிரூபிக்கப்படட்ுவிடட்தாக
எடுதத்ுகப்ெகாள்ளலாமா  என்பளைதக்
குறிதத்ு உளைரயாட  தகுநத்
தருணமாக இது இருக்கும்.

 குறிப்பு:  பெபாது �குஎண்ணாக  1
இருப்பளைத மாண�ரக்ள் கருதாமல்
தபாகலாம்.  ஆதலால்  அ�ரக்ள்
ததரந்ப்ெதடுக்கும் பெதாடக்க எண்கள்
சாரப்கா  முழுஎண்களாக
இல்லாமல் தபாகக்கூடும்.

பெதாடக்க  எண்களுக்கு d என்�
பெபாது �குஎண்  இருக்குமானால் ,
இறுதி எண்பெதாப்பில்  d மிகசச்ிறிய
எண்ணாக இருக்கும்.

 இது தபான்� த�று சில எண்களைளத்
ததரந்ப்ெதடுதத்ு,  ஒ�்பெ�ாரு
முளை�யும்  முடிவுகள்
எதிரப்ாரத்த்ளைதப்  தபால்  உள்ளதா
என்பளைதச்  சரிபாரக்்கும்படி
பெசால்லுங்கள்.

 பெதாடக்க  எண்தசாடியி�்கு
த�த�தும் பெபாது �குஎண் உள்ளதா
என்று மாண�ரக்ளிடம்  தகள்வி
எழுப்பலாம்.  ஊகதள்ைத
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மா�்றியளைமக்க  யாருக்கும்
விருப்பமுள்ளதா  என்றும்
தகளுங்கள்.  (குறிப்பு:
பெகாடுகக்ப்படட்ிருக்கும்
�டி�தத்ில்  ஊகம்  த��ானது.
எடுதத்ுக்காடட்ாக,  12  ம�்றும்  16-ஐ
பெதாடக்க  எண்களாக
எடுதத்ுகப்ெகாண்டால்,  2
அ��்றினுளைடய  பெபாது
�குஎண்ணாக  இருக்கும்.  ஆனால்
இறுதி எண்பெதாகுப்பில்  அது
இடம்பெப�வில்ளைல.)

 எண்பெதாகுப்பில்
இடம்பெப�்றிருக்கும்  மிகசச்ிறு
எண்ணான  �குஎண்  ஏததனும்
சி�ப்பம்சதள்ைதக்  பெகாண்டுள்ளதா
என்று மாண�ரக்ளிடம் தகளுங்கள்.

 குறிப்பிடட்  எண்  மிகசச்ிறு
எண்ணாக  ஏன்  இருக்கி�து
என்பளைதச்  சிநத்ிக்கும்படி
பெசால்லுங்கள்.

தமலுள்ள  களைடசி மூன்று ஊகங்களைளயும்  மாண�ரக்ள்
கண்டுபிடிதத்ுவிடட்ாரக்ள் என்�ால், இ��்ளை� உள்ளடக்கிய ஓர ்ஊகதள்ைதச்
சிநத்ிக்கும்படி அ�ரக்ளைள ஊக்குவியுங்கள்.

எண்பெதாகுப்பில்  இடம்  பெபறும்
மிகசச்ிறு எண்  பெதாடக்க
எண்தசாடியின்  பெபாது
�குஎண்ணாகும்.

• தமதல வி�ரிக்கப்படட்  ஊகங்கள்
ஏததனும்  இதில்  உள்ளடங்கியதா
அல்லது அ��்றிலிருநத்ு
முரண்படுகி�தா  என்பளைதப்
பாருங்கள்.

• ஊகதள்ைத மறுஆக்கம் பெசய்யலாம்,
நிரூபிக்கலாம்,  அல்லது த�பெ�ன
காடட்லாம்.

எண்பெதாகுப்பில்  உள்ள  மிகசச்ிறு
எண்தான்  பெதாடக்க  எண்களின்
மீப்பெபரு பெபாது �குதத்ியாகும்.

• தமதல வி�ரிக்கப்படட்  ஊகங்கள்
ஏததனும்  இதில்  உள்ளடங்கியதா
அல்லது அ��்றிலிருநத்ு
முரண்படுகி�தா  என்பளைதப்
பாருங்கள்.

Note:  When  students  come  up  with  observations  and  conjectures,  these  may  not  be
articulated clearly enough. The teacher may need to rephrase, and ask clarifying questions to
make the conjectures precise. There cannot be a standard instruction for this, and the teacher
will have to think of ways of clarifying. Once a conjecture is formed, ask the students to verify,
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refute, or refine it. The next step is to think of a proof.  

குறிப்பு:  மாண�ரக்ள்  உ�்றுக�னிதத்ளை� ம�்றும்  அ�ரக்ள்  சிநத்ிதத்
ஊகங்களைளக்  கூறும்தபாது அளை�த்  பெதளிவில்லாமல்  இருகக்லாம் .
அ��்ளை�ச் சரிபெசய்ய புதுவிதங்களில் விளகக்மளிதத்ு,  பெதளிவுபடுதத்க்
கூடிய தகள்விகளைள அ�ரக்ளிடம் ஆசிரியரக்ள் தகடக் த�ண்டும். இளைதச்
பெசய்ய பெபாது�ான ஒரு �ழி இருக்க �ாய்ப்பில்ளைல . தங்களுகப்ெகன புது
�ழிகளைளச்  சிநத்ிதத்ு ஆசிரியரக்ள்  மாண�ரக்ளைளத்  பெதளிவுபடுதத்
த�ண்டும். ஓர ்ஊகம் முன்ளை�க்கப்படட் பின் அளைத நிரூபிக்க, பெபாய்க்க,
அல்லது மறுஆக்கம்  பெசய்யும்படி மாண�ரக்ளிடம்  கூறுங்கள் .
அடுதத்கக்டட்மாக, நிரூபணங்களைளக் குறிதத்ுப் பாரக்்கலாம்.

Task 3: Looking for proofs of some conjectures

பெசயல் 3: சில ஊகங்களைள நிரூபிக்க முய�்சிதத்ல்

Some students made these interesting observations after playing a few rounds of the game:

சில  ஆடட்ங்களுக்குப்  பின்,  மாண�ரக்ள்  சிலர் க�னிதத்  சு�ாரஸ்யமான
ஊகங்கள் கீதழ பெகாடுகக்ப்படட்ுள்ளது.

Observation 1: The smallest number in the final list is the HCF of the initial pair of numbers.

ஊகம்  1:  இறுதி எண்பெதாகுப்பில்  உள்ள  மிகசச்ிறிய  எண்தான்  பெதாடகக்
எண்களின் மீ.பெபா.� ஆகும்.

Observation 2: All and only the multiples of this smallest number up to the largest number appear
in the list.

ஊகம் 2: பெபரிய எண் �ளைரயில் உள்ள இநத் மிகசச்ிறு எண்ணின் அளைனதத்ு
மடங்குகள் மடட்ுதம எண்பெதாகுப்பில் இடம்பெபறும்.

1. Can you figure out why this happens for every pair of numbers?

1.  அளைனதத்ு எண்தசாடிகளிலும்  இ�்�ாறு ஏன்  நிகழ்கி�து என்பளைத
உங்களால் கூ� முடியுமா?

________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________

Let us look at the two observations.

இரண்டு ஊகங்களைளயும் தனிதனிதய இப்தபாது பாரக்க்லாம்.

• Observation 1 says the following:

a) The smallest number in the list divides both the initial numbers.

b) The smallest number is not just any common factor,  but the HCF of the two initial
numbers.

• ஊகம் 1-ன் படி

a) எண்பெதாகுப்பில்  உள்ள  மிகசச்ிறு எண்  பெதாடக்க  எண்கள்
இரண்ளைடயுதம �குக்கும்.

b) எண்பெதாகுப்பில்  உள்ள  மிகசச்ிறு எண்  ஏததா  ஒரு பெபாது
�குஎண்ணாக  மடட்ும்  இருப்பதில்ளைல,  இரு பெதாடகக்  எண்களின்
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மீ.பெபா.� ஆகவும் உள்ளது.

• Observation 2  implies the following:

a) All the numbers in the list are multiples of the smallest number in the list,

b) All the multiples of the smallest number up to the largest number appear in the list.

• ஊகம் 2-ன் படி

a) எண்பெதாகுப்பில் இடம்பெப�்றுள்ள அளைனதத்ு எண்களும் அதிலுள்ள
மிகசச்ிறு எண்ணின் மடங்குகளாக இருக்கும்.

b) மிகப்பெபரிய எண் �ளைரயில் உள்ள மிகசச்ிறு எண்ணின் மடங்குகள்
அளைனதத்ும் எண்பெதாகுப்பில் இடம்பெபறும்.

2. We need to prove or justify these observations. Can you think of the ways of doing this?

2.  இநத்  ஊகங்களைள நிரூபிக்க  அல்லது சரிபாரக்்க  த�ண்டும் .  இளைதச்
பெசய்திடும் �ழிகளைளக் கண்டுபிடிக்க உங்களால் முடியுமா?

________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________

The teacher could use the reasoning given below to guide the discussion with the students
and to help them arrive at a proof .

இளை� இரண்டும்  கீதழ ஆராயப்படட்ுள்ளது .  இளைதப்  பயன்படுதத்ி ஓர்
உளைரயாடளைல �ழிநடதத்ி ஊகங்களைள நிரூபிக்க  மாண�ரக்ளுக்கு
உத�லாம்.

Observation 1a: The smallest number in the list divides both the initial numbers.

ஊகம்  1a:  எண்பெதாகுப்பில்  உள்ள  மிகசச்ிறு எண் ,  பெதாடக்க  எண்கள்
இரண்ளைடயுதம �குக்கும்.

Proof  for  Observation 1a: For  positive  numbers,  whenever  we  subtract  a  number  A  from
another  (larger)  number  B,  the  result  is  less  than  B.  Given  that  we  start  with  two  initial
numbers, and form subsequent numbers by subtracting the smaller from the larger, all the
numbers will be smaller than the largest number in the initial pair.

ஊகம் 1a-இன் நிரூபணம்: மிளைக எண்களைளப் பெபாருதத்�ளைர, A’  என்� ஓர்
எண்ளைண, B என்� இன்பெனாரு (பெபரிதான) எண்ணிலிருநத்ு கழிதத்ால் B-ஐ
விட சிறிய எண்தான் கிளைடக்கும். இரண்டு பெதாடகக் எண்களைள எடுதத்ுக்
பெகாண்டு,  அ��்றில்  பெபரிதான  எண்ணிலிருநத்ு சிறிய  எண்ளைணக்
கழிதத்ு எண்களைளப் பெபறு�தாக ஆடட்ம் பெசல்கி�து. இதனால், பெதாடகக்
எண்தசாடியிலுள்ள  பெபரிய  எண்ளைண விட  அளைனதத்ு எண்களும்
சிறியதாக இருக்கும்.

Since we are not allowing negative numbers, the game  has to stop at some stage. So there
exists a smallest number in the list, which may be 1 or a number greater than 1.

நாம் குளை� எண்களைள அனுமதிக்காததால், ஏததா ஒரு கடட்தத்ில் ஆடட்ம்
முடிவு பெப�்றுதான்  ஆக  த�ண்டும் .  ஆதலால்,  எண்பெதாகுப்பில்  ஒரு
மிகசச்ிறிய  எண்  இருக்கத�ண்டும்.  அது 1  அல்லது அளைதவிட  பெபரிய
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எண்ணாக இருகக்லாம்.

Let us call this the smallest number s. If we call the initial numbers as A and B, A being the
larger of the two numbers, observation 1a claims that s divides A and s divides B.

இநத்ச்  சிறிய  எண்ளைண s என்று எடுதத்ுபெகாள்த�ாம் .  பெதாடகக்
எண்களைள A’ ,  B  என்று எடுதத்ுகப்ெகாண்டு ,  பெபரிய எண்ளைண A’  என்று
கருதிகப்ெகாள்த�ாம். ஊகம் 1(i)-இன் படி எண்கள் A’  ம�்றும் B-ஐ, s �குக்கும்.

Let us first prove that s divides B.

முதலில், B-ஐ s �குக்கும் என்று நிரூபிப்தபாம்.

Let assume s does not divide B.

எண் B-ஐ s �குக்காது என்று எடுதத்ுகப்ெகாண்டு பெதாடங்கலாம்.

Then B = ns + k with k < s       ------  By applying the division algorithm with k as the remainder.

ஆதலால்,  B  =  ns +  k),  ம�்றும்,  k),  <  s ----  இது �குதத்ல்  �ழிமுளை�ளைய
பயன்படுதத்ு�தன் மூலம் பெப�ப்படட்து. இதில், k),  மிசச்மாகும்.

But s belongs to the list. So B – ns will also belong to the list --- we get this by subtracting s “n
times” from B.

எண்பெதாகுப்பில்  s இடம்பெப�்றுள்ளது.  ஆதலால்  B  –  ns என்�  எண்ணும்
இடம்பெப�்றிருக்கும்  ----  எண்  B-யிலிருநத்ு ’ n முளை�கள்’  s-ஐ  கழிதத்தால்
அளைதப் பெபறுகித�ாம்.

So B – ns = k also belongs to the list, but k < s and s is the smallest number in the list.

ஆதலால், B –  ns =  k),  எண்பெதாகுப்பில் இடம்பெபறும்.  ஆனால்  k),  <  s.  தமலும்,  s
தான் எண்பெதாகுப்பில் உள்ள மிகசச்ிறிய எண்.

That means our assumption that s does not divide B was wrong so, s divides B.

இதன்  மூலம்,  எண்  B-ஐ  s �குகக்ாது என்று நாம்  எடுதத்ுகப்ெகாண்டது
த�பெ�ன பெதரிகி�து.

Similarly, we can show that s divides A as well.

ஆதலால்,  எண்  B-ஐ  s �குக்கும்.  இதததபால்,  எண்  A’ -ஐ  s �குக்கும்
என்பளைதயும் நிரூபிக்கலாம்.

So s is a common factor of A and B.

முடி�ாக, எண்கள் A’  ம�்றும் B-யின் பெபாது �குஎண்ணாக s உள்ளது.

Observation 1b: The smallest number is not just any common factor, but the HCF of the two
initial numbers.

ஊகம்  1b:  எண்பெதாகுப்பில்  உள்ள  மிகசச்ிறு எண்  ஏததா  ஒரு பெபாது
�குஎண்ணாக இருப்பதில்ளைல,  இரு பெதாடகக் எண்களின் மீ.பெபா.� ஆக
உள்ளது.

Proof for Observation 1b:

ஊகம் 1b-இன் நிரூபணம்:
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Let us prove a statement before we proceed with the proof of Observation 1b.

ஊகம்  1b-ஐ  குறிதத்ுப்  பாரக்்கும்  முன்பு ஒரு கூ�்றின்  நிரூபணதள்ைதப்
பாரக்்கலாம்.

Statement (I) : A common factor of two numbers also divides their difference.

கூ�்று (I): ):  இரண்டு எண்களின்  பெபாது �குஎண்  அ��்றின்
விதத்ியாசதள்ைதயும் �குக்கும்.

i.e. If q divides C and D and C > D, then q divides C – D.

அதா�து, q ஆனது எண்கள் C’  ம�்றும் D-ஐ �குக்கும் என்றும், C’  > D என்றும்
எடுதத்ுகப்ெகாண்டால் ‘C’  – D’-ஐயும் q �குக்கும்.

Proof of Statement (I): q divides C and D would mean,

கூ�்று (I): )-இன் நிரூபணம்:  

q ஆனது C’  ம�்றும் D-ஐ �குக்குபெமன்�ால்,

Let, C=r q and D=t q for some integers r and t >0

C=r q ம�்றும்  D=t q (r ம�்றும்  t  >  0 என்�  சில  முழுக்களுக்கு)  என்று

எடுதத்ுகப்ெகாள்த�ாம்.

So, C−D=r q−t q=(r− t )×q

ஆதலால், C−D=r q−t q=(r− t )×q

So, q divides C – D and hence is a common factor of the difference between C and D.

முடி�ாக,  எண்  ‘C’  –  D’-ஐ  q �குக்கி�து.  ஆதலால்,  C’  ம�்றும்  D-இன்
விதத்ியாசதத்ின் பெபாது �குஎண்ணாக q உள்ளது.

Coming back to observation 1b

ஊகம் 1b -ஐ திரும்ப பாரத்த்ல்

Thus,  if  we start  with two initial  numbers  and  q is  a  common factor  of  both,  it  is  also a
common factor of their difference. This ensures that is q is a common factor of all the three
numbers  in  the  list  after  the  first  step  of  the  game.  At  every  subsequent  step,  a  pair  of
numbers is taken from the list and the difference written down as a new number. Thus if q is a
common factor of the existing pair of numbers, it is also a factor of the new number. This
ensures that if a number is a common factor of the initial numbers A and B, it is a factor of all
the numbers in the list, including s. That is, any common factor of A and B, divides s.

ஆதலால்,  இரண்டு பெதாடக்க  எண்களுக்கும்  பெபாது �குஎண்ணாக
இருக்கும்  q  அ�்பெ�ண்களின்  விதத்ியாசதத்ி�்கும்  �குஎண்ணாக
இருக்கும்.  ஆடட்தத்ின்  முத�்கடட்ம்  முடிநத்  பின்னர,்  எண்பெதாகுப்பில்
உள்ள  மூன்று எண்களுக்கும்  q பெபாது �குஎண்ணாக  இருப்பது
உறுதியாகியுள்ளது.  அடுதத்டுதத்  கடட்தத்ில்,  எண்பெதாகுப்பில்  இரு புது
எண்கள்  ததரந்ப்ெதடுகக்ப்படட்ு அதனுளைடய  விதத்ியாசம்
எழுதப்படுகி�து.  ஆதலால்,  எண்பெதாகுப்பில்  உள்ள  எண்களின்
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பெபாது�குஎண்ணாக  q இருக்குமானால்  புதிதாக  கிளைடக்கும்
எண்ணி�்கும்  அது �குஎண்ணாகதான்  இருக்கும் .  முடி�ாக,  A’  ம�்றும்  B
என்�  இரு பெதாடக்க  எண்களின்  பெபாது �குஎண்ணாக  ஓர்  எண்
இருக்குமானால்,  ஆடட்தத்ில்  கணக்கிடப்படும்  எண்பெதாகுப்பில்  உள்ள
அளைனதத்ு எண்களின்  �குஎண்ணாகவும்  அது இருக்கும் .  அதா�து,
எண்கள் A’  ம�்றும் B-இன் எநத் ஒரு பெபாது �குஎண்ணும், s-ஐ �குக்கும்.

So, if the HC’ F of the initial number) s A’  and B is d, then d divides s and d ≤ s. However) , we k), now that
s also is a factor)  of A’  and B (Obser) vation 1a). Hence s ≤ d. Ther) efor) e, we have s = d.

ஆதலால், பெதாடகக் எண்கள் A’  ம�்றும் B-�்கு மீ.பெபா.� d என்�ால் அது s-ஐ
�குக்கும். தமலும், d  ≤ s.

ஆனால்,  எண்கள் A’  ம�்றும் B-இன் �குஎண்ணாகவும் s உள்ளது என்பளைத
நாம் அறித�ாம். (ஊகம் 1(i)). ஆதலால், s  ≤ d.

ஆளைகயால், s = d என்று பெபறுகித�ாம்.

Observation 2a: All the multiples of the smallest number up to the largest number appear in
the list.

ஊகம்  2a:  மிகப்பெபரிய எண்  �ளைரயில்  உள்ள  மிகசச்ிறு எண்ணின்
மடங்குகள் அளைனதத்ும் எண்பெதாகுப்பில் இடம்பெபறும்.

Proof for Observation 2a: s belongs to the list, and A is a multiple of s.

ஊகம்  2(i)-இன் நிரூபணம்:  எண் பெதாகுப்பில்  s இடம்பெப�்றுள்ளது ம�்றும்
எண் A’ , s-இன் மடங்காகும்.

So,  A = fs

ஆதலால், A’  = fs

Now s and A = fs are both already in the list.

இப்தபாது, s ம�்றும் A = fs எண் பெதாகுப்பில் ஏ�்கனத� இடம்பெப�்றுள்ளது.

So, fs – s = (f - 1)s is also in the list.

அதனால், fs – s = (f - 1)s என்� எண்ணும் பெதாகுப்பில் இடம்பெப�்றிருக்கும்.

Similarly, (f - 1)s – s = (f - 2)s is also in the list.

அதததபால, (f - 1)s – s = (f - 2)s-உம் உள்ளது.

Continuing like this we can see that,

(f – 1)s, (f – 2)s, (f – 3)s, ..., 3s, 2s also belong to the list.

இளைத பெதாடரந்த்ு பெசய்ததாமானால்,

(f  –  1)s,  (f  –  2)s,  (f  –  3)s,  ...,  3s,  2s  என அளைனதத்ு எண்களும் எண் பெதாகுப்பில்
உள்ளது .

Observation 2b: All the numbers in the list are multiples of the smallest number in the list

ஊகம்  2b:  எண்பெதாகுப்பில்  இடம்பெப�்றுள்ள  அளைனதத்ு எண்களும்
அதிலுள்ள மிகசச்ிறு எண்ணின் மடங்குகளாக இருக்கும்.
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Proof for Observation 2b:

ஊகம் 2b-இன் நிரூபணம்:

Using  the  same argument  used in  the  proof  of  Observation 1a,  we  get  that  the  smallest
number, s divides any number in the list.

ஊகம்  1a-ல்  பயன்படுதத்ியுள்ள  அதத �ாததள்ைதப்  பயன்படுதத்ினால் ,
எண்  பெதாகுப்பிலுள்ள  எநத்  ஓர்  எண்ளைணயும்  மிகசச்ிறு எண்ணான  s
�குக்கும் என நமக்குத ்பெதரிகி�து.

Relation to the Euclidean algorithm

யூக்ளிடியப் படிமுளை�தத்ீரவ்ுடன் உள்ள பெதாடரப்ு:

Imagine you change the rules of the game:

ஆடட்தத்ின்  விதிகளைள மா�்றிதனாமானால்  என்ன  நடக்கும்  என்பளைதப்
பாரக்்கலாம்:

Instead of subtracting the smaller number from the largest, you could subtract a multiple of
the smaller number from the larger. And then in the next step do the same with the multiple
used and the number remaining after the subtraction. Then that is the Euclidean algorithm for
you! So, can you see why the game and therefore the Euclidean algorithm works?

பெபரிய எண்ணிலிருநத்ு சிறிய எண்ளைணக் கழிப்பத�்கு பதிலாக ,  நீங்கள்
சிறிய எண்ணின்  மடங்ளைகக்  பெகாண்டு பெபரிய  எண்ளைணக்  கழிதத்ும்
பாரக்்கலாம்.  அடுதத்தாக,  கழிதத்லில்  பெப�்�  எண்  ம�்றும்
பயன்படுதத்ிய  மடங்ளைக ளை�தத்ு இளைததய மீண்டும்  பெசய்யுங்கள் .
இதுதான்  யூக்ளிடியப்  படிமுளை�தத்ீரவ்ின்  சி�ப்பாகும்!  இப்தபாது
உங்களுக்குத் பெதரிநத்ிருக்கும் யூக்ளிடியப் படிமுளை�தத்ீரவ்ு ம�்றும் இநத்
விளைளயாடட்ு எ�்�ாறு சாதத்ியமாகி�பெதன்று. 

Points to ponder

சிநத்ிகக் த�ண்டியளை�

1) Do all pairs of numbers allow for a winning strategy? If not, what kinds of numbers will allow for
a winning strategy?

1)  அளைனதத்ு எண்தசாடிகளும்  பெ��்றி பெப�க்கூடிய  உதத்ிளைய
அனுமதிக்குமா?  இல்ளைலபெயன்�ால்,  எ�்�ா�ான எண்கள் பெ��்றிபெபறும்
உதத்ிளைய அனுமதிக்கும்?

2) What happens if you allow for the first three numbers to be random? Say, by making it a three-
player game?

2)  முதல் மூன்று எண்கள் த�்தபாக்காக ததரந்ப்ெதடுகக் அனுமதிகக்ப்படட்ால்
என்ன�ாகும்?  அதா�து,  மூ�ர்  விளைளயாடும்  ஆடட்மாக
மா�்றியளைமப்பது எ�்�ாறிருக்கும்?
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Terms to discuss

கலநத்ாதலாசிக்க த�ண்டிய அருஞ்பெசா�்கள்

Process of mathematics, conjecture, counter example, reporting a conjecture, etc.

கணித  �ழிமுளை�,  ஊகங்கள்,  எதிர-்உதாரணங்கள்,  ஓர ்  ஊகதள்ைத
அறிவிதத்ல் தபான்�ளை�.

Suggested Readings

பயனுள்ள நூல்கள்

Euclid's Algorithm I: https://nrich.maths.org/1357/index

Euclid's Algorithm II: https://nrich.maths.org/1728

Euclid's Algorithm III: https://www.cut-the-knot.org/blue/Euclid.shtml

References

தம�்தகாள்கள்

 Euclid's Game: https://www.cut-the-knot.org/blue/EuclidAlg.shtml

 The  optimal  strategy  in  Euclid's  game.
https://math.stackexchange.com/questions/754461/optimal-strategy-in-euclids-game
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