
Vigyan Pratibha Learning Unit          Euclid's Game

Euclid’s Game

யூக்ளிடின் விளைளயாடட்ு

Introduction

அறிமுகம்

Playing games is a lot of fun. Today you are going to play a game that involves numbers, and you
will find a way to win the game, always!

விளைளயாடுதல்  நமக்கு மிகுநத்  மகிழ்சச்ிளையத்  தரும்  ஒரு செசயலாகும் .
எண்களைளக்  செகாண்டு இன்று நாம்  விளைளயாட  ப%ாகிப&ாம் .  இதில்
எ%்ப%ாதுபம செ)&்றிசெ%று)த&்கான  உதத்ிளையயும்  நீங்கள்
செதரிநத்ுகச்ெகாள்ள ப%ாகிறீரக்ள்.

Task 1: Play the Euclid’s game

முதல் செசயல்: யூகள்ிடின் விளைளயாடட்ு

1. This is a two-player game.

1. விளைளயாட இரு ந%ரக்ள் பதளை).

2. The rules of the game are as follows.

2. விளைளயாடட்ின் விதிகள் பின்)ருமாறு.

• You can decide who plays first.The first player, say Player 1, writes down a number that is
between 1 and 100,  including both.  Let us call  this number ‘A’.  The second player,  say
Player 2, can write down another number of his/her choice. Let’s call this number ‘B’.

• விளைளயாடள்ைட யார்  செதாடங்கு)ாரக்ள்  என்%ளைத நீங்கபள முடிவு
செசய்து செகாள்ளலாம்.  முதல் ஆடட்க்காரர் (ஆடட்க்காரர் 1),  1  முதல்  100
)ளைரயில்  உள்ள  ஓர்  எண்ளைணத்  பதரந்ச்ெதடுதத்ுக்  செகாண்டு அளைத
எழுத  ப)ண்டும்.  இநத்  எண்ளைண ‘ A’ ’  எனக்  செகாள்ப)ாம்.  இரண்டாம்
ஆடட்க்காரர்  (ஆடட்க்காரர்  2),  மிதமுள்ள  99  எண்களில்  விரு%்%%்%டட்
ஒன்ளை& எழுதிகச்ெகாள்ளலாம். இநத் எண்ளைண ’B’ எனக் செகாள்ப)ாம்.

• Now, the first player will write the number (A – B) or (B – A), whichever is positive. Let's call
this number ‘C'.

• இ%்ப%ாது,  முதல்  ஆடட்க்காரர்  (A’  −  B)  அல்லது (B  −  A’ )-ஐ  கணக்கிட
ப)ண்டும்.  எதில்  மிளைக எண்ளைண (positive  number) )  விளைடயாக
செ%றுகி&ாபரா  அளைத அ)ர்  எழுதிக்  செகாள்ள  ப)ண்டும் .  இநத்
எண்ளைண ‘C’ ’ எனக் செகாள்ப)ாம்.

• Next,  it  is  the  second player's  turn.  He/she  has  a  choice.  He/She  can either  write  the
difference between C and A or the difference between C and B. However, if one of these
differences is already in the list (i.e., if it is A or B or C) then it cannot be written again. (All
differences are taken to be positive.)

• பின்னர,் இரண்டாம் ஆடட்கக்ாரர ்அ)ரது சு&்றில் (C’  − A’ ) அல்லது (C’  − B)-
இல்  எளைதக்  கணக்கிட%்ப%ாகி&ார்  என்%ளைதத்
பதரந்ச்ெதடுதத்ுகச்ெகாள்ளலாம்.  ஆனால்,  எண்  செதாகு%்பில்   ஏ&்கனப)
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அ)்செ)ண் இடம் செ%&்றிருநத்ால் (அதா)து, A’  அல்லது B அல்லது C’  ஆக
இருநத்ால்) அது மீண்டும் எழுத%்%டக்கூடாது.  (கழிதத்லில் செ%&்& எண்
மிளைக எண்களாக கருத%்%டும்)

• Similarly,  in  subsequent  turns,  the  players  take  turns  to  write  a  number  which  is  the
difference between any two numbers in the list, provided the number itself is not already
present in the list.

• இபதப%ால,  எண்  செதாகு%்பில்  இடம்செ%&்றிருக்கும்  எதா)து இரு
எண்களின்  விதத்ியாசதள்ைத அடுதத்டுதத்  சு&்றில்  கணக்கிடட்ு
ஆடட்க்காரரக்ள்  எழுதிகச்ெகாள்)ாரக்ள்.  ஆனால்,  அது செதாகு%்பில்
ஏ&்கனப) இடம்செ%&ாத எண்ணாகவும் இருக்க ப)ண்டும்.

• The game ends when it is not possible to write any new number.

• கழிதத்லின்  மூலம்,  புதிதான  எண்  ஏதும்  கிளைடக்கவில்ளைல என்&ால்
ஆடட்ம் முடிவுசெ%&்றுவிடட்தாக கருதிகச்ெகாள்ள ப)ண்டும்.

• The person who writes the last number will be the winner.

• இறுதி எண்ளைண%்  %திவிடட்)ரத்ான்  ஆடட்தத்ில்  செ)&்றி
செ%&்&)ரா)ார.்

Let us look at a sample run of the game.

ஓர ்எடுதத்ுக்காடள்ைட இ%்ப%ாது %ாரக்்கலாம்.

• Suppose, the first player writes 12. The second player has 99 choices to choose his/her
number (as the upper limit is 100).

• முதல்  ஆடட்கக்ாரர்  எண்  12-ஐ  பதரந்ச்ெதடுக்கி&ார்  என்று
எடுதத்ுகச்ெகாள்ப)ாம்.  இ%்ப%ாது இரண்டாம்  ஆடட்க்காரர்  99
எண்களில் ஒன்ளை&த் பதரந்ச்ெதடுக்கலாம்.  (100 எண்கள்  இருக்கின்&ன
என்%தால்)

• Suppose,  the second player chooses 16,  then the first player can only  write  4,  i.e.  the
difference between 16 and 12.

• இரண்டாம் ஆடட்கக்ாரர ்எண் 16-ஐ பதரந்ச்ெதடுக்கி&ார ்என்&ால், முதல்
ஆடட்க்காரர ்எண் 4-ஐ தான் எழுத முடியும். ஏசெனன்&ால், 16-லிருநத்ு 12-
ஐ கழிக்கிப&ாம்.

• The second player then writes 8, the difference between 12 and 4. Note that the player
could not have written the difference between 16 and 4, as 12 is already in the list.

• பின்னர,்  12-லிருநத்ு 4-ஐ  கழி%்%தால்  இரண்டாம்  ஆடட்க்காரர்  8-ஐ
எழுதுகி&ார.்  இ)ர்  16  ம&்றும்  4-இன்  விதத்ியாசதள்ைத எழுதியிருக்க
முடியாது ஏசெனன்&ால்  செதாகு%்பில்  12  ஏ&்கனப)
இடம்செ%&்றிருக்கி&து.

• Now there is no possibility of writing new numbers, so the game ends with the numbers 4,
8, 12, and 16 appearing in the list (12, 16, 4, 8 in the order of appearance).

• இ%்ப%ாது,  புதிய  எண்கபளதும்  எழுது)த&்கான  )ாய்%்புகள்  இல்ளைல.
ஆதலால், ஆடட்தத்ின் முடிவில் எண்கள் 4,  8,  12,  ம&்றும், 16 ஆகியளை)த்
செதாகு%்பில்  இடம்செ%&்றுள்ளது.  (எழுத%்%டட்  )ரிளைசயில்
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எடுதத்ுகச்ெகாண்டால் 12, 16, 4, 8 ஆகும்)

• There are four numbers in the list, and the second player is the winner, as he/she wrote
the last number 8.

• செதாகு%்பில்  செமாதத்ம்  நான்கு எண்கள்  உள்ளன .  இரண்டாம்
ஆடட்க்காரர ்செ)&்றி செ%&்&ார,்  ஏசெனன்&ால் அ)ரத்ான் இறுதி எண்  8-
ஐ எழுதினார.்

Play this game with your partner multiple times. Study the lists of numbers that you got for each
game and record your observations in the table below. For the last column, where you record the
winner, mention whether Player 1 (who chose the first number) won or Player 2 (who chose the
second number) won.

உங்கள்  நண்%ருடன்  இநத்  ஆடட்தள்ைத%்  %ல  முளை& விளைளயாடுங்கள் .
ஒ)்செ)ாரு ஆடட்தத்ிலும்  செதாகு%்பில்  இடம்செ%&்&  எண்களைள ஆராய்நத்ு ,
நீங்கள்  உ&்றுபநாக்கிய)&்ளை&க்  கீபழ செகாடுக்க%்%டட்ுள்ள
அடட்)ளைணயில்  %திவிடுங்கள்.  செ)&்றி செ%&்&)ர்  என்&  கடட்தத்ில் ,
ஆடட்க்காரர ்1 (முதல் எண்ளைணத் பதரந்ச்ெதடுதத்)ர)் அல்லது ஆடட்கக்ாரர ்2
(இரண்டாம் எண்ளைணத ்பதரந்ச்ெதடுதத்)ர)் என்று குறி%்பிடுங்கள்.

Initial Numbers The smallest
number in the

list

The largest
number in

the list

All the numbers in
the list

(in ascending order)

How many
numbers are
there in the

list?

Winner

Player
1

Player
2

செதாடகக்
எண்கள்

செதாகு%்பி
ல்

இடம்செ%&்
றுள்ள

மிகசச்ிறிய
எண்

செதாகு%்பி
ல்

இடம்செ%&்
றுள்ள

மிக%்செ%ரி
ய எண்

செதாகு%்பிலுள்
ள அளைனதத்ு

எண்களும்
(ஏறு)ரிளைசயி
ல் எழுதுங்கள்)

செதாகு%்பி
ல்

எதத்ளைன
எண்கள்
உள்ளன?

செ)&்றி
செ%&்&

)ர்ஆடட்
க்கார

ர ்1

ஆட்
டக்க
ாாரர்

2
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Task 2: Predict the numbers in the list

செசயல் 2: %டட்ியலில் உள்ள எண்களைளக் கணிதத்ல்

Let us assume that the following are the initial numbers in the game. Based on these, can you
predict the numbers that you will arrive at, while playing the game?

ஆடட்தத்ின்  செதாடக்க  எண்கள்  )ழங்க%்%டட்ுள்ள  நிளைலயில்,
விளைளயாடும்ப%ாது எநச்ெதநத்  எண்களைள%்  செ%றுவீரக்ள்  என்று உங்களால்
கணிதத்ிட முடியுமா?

(Hint: If you are stuck, look at the table you just made. See if there is any relationship between the
initial numbers and the numbers in the list.)

(குறி%்பு:  தீரவ்ு கிளைடக்காமல்  ப%ானால்  அடட்)ளைணளைய%்  %ாருங்கள் .
அதிலுள்ள  செதாடகக்  எண்களுக்கும்,  %டட்ியலிட%்%டட்  எண்களுக்கும்
இளைடபய ஏபதனும் செதாடரப்ு உள்ளதா என்%ளைதச ்பயாசளைனச ்செசய்யுங்கள்)

Predict all the numbers in the list if:

பின்)ரும்  செதாடக்க  எண்களுக்கு,  முடி)ாக  கிளைடகக்கூடிய  எண்களைளக்
கணிதத்ிடுங்கள்:

1. The initial numbers are 9 and 15.

1. 9 ம&்றும் 15

___________________________________________________________________________________________

2. The initial numbers are 20 and 9.

2. 20 ம&்றும் 9

___________________________________________________________________________________________

3. The initial numbers are 13 and 17.

3. 13 ம&்றும் 17

___________________________________________________________________________________________

4. The initial numbers are 7 and 35.

4. 7 ம&்றும் 35

___________________________________________________________________________________________

5.  How did you predict the numbers for each example? Did you notice any patterns across the
examples?

5. ஒ)்செ)ாரு எடுதத்ுக்காடட்ி&்கும் எண்களைள எ)்)ாறு கணிதத்ீரக்ள் ? இநத்
எடுதத்ுக்காடட்ுகளில் ஏபதனும் அளைம%்பு இரு%்%ளைதக் க)னதத்ீரக்ளா?

________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________

6. Now that you know the strategy for finding the list, can you predict a strategy that will ensure
that one of the players will always win this game? (Which player can adopt this strategy and
always win?)

6. எண்களைளக்  கண்டறியும்  உதத்ி த&்ப%ாது உங்களுக்குத்  செதரியும் .
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அபதப%ால,  இரு ஆடட்க்காரரக்ளில்  ஒரு)பர எ%்ப%ாதும்  செ)&்றி
செ%று)ளைத உறுதிச் செசய்)த&்கான  ஓர் உதத்ிளைய உங்களால்  கணிகக்
முடியுமா?  (இரு)ரில்  எநத்  ஆடட்கக்ாரர் இநத்  உதத்ிளைய%்  %யன்%டுதத்ி
எ%்ப%ாதும் செ)&்றி செ%&லாம்?)

________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________

Task 3: Looking for proofs of some conjectures

செசயல் 3: சில ஊகங்களைள நிரூபிகக் முய&்சிதத்ல்

Some students made these interesting observations after playing a few rounds of the game:

சில  ஆடட்ங்களுக்கு%்  பின்,  மாண)ரக்ள்  சிலர் க)னிதத்  சு)ாரஸ்யமான
ஊகங்கள் கீபழ செகாடுக்க%்%டட்ுள்ளது.

Observation 1: The smallest number in the final list is the HCF of the initial pair of numbers.

ஊகம்  1:  இறுதி எண்செதாகு%்பில்  உள்ள  மிகசச்ிறிய  எண்தான்  செதாடக்க
எண்களின் மீ.செ%ா.) ஆகும்.

Observation 2: All and only the multiples of this smallest number up to the largest number appear
in the list.

ஊகம் 2:  செ%ரிய எண் )ளைரயில் உள்ள இநத் மிகசச்ிறு எண்ணின் அளைனதத்ு
மடங்குகள் மடட்ுபம எண்செதாகு%்பில் இடம்செ%றும்.

1. Can you figure out why this happens for every pair of numbers?

1.  அளைனதத்ு எண்பசாடிகளிலும்  இ)்)ாறு ஏன்  நிகழ்கி&து என்%ளைத
உங்களால் கூ& முடியுமா?

________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________

Let us look at the two observations.

இரண்டு ஊகங்களைளயும் தனிதனிபய இ%்ப%ாது %ாரக்்கலாம்.

• Observation 1 says the following:

a) The smallest number in the list divides both the initial numbers.

b) The smallest number is not just any common factor,  but the HCF of the two initial
numbers.

• ஊகம் 1-ன் %டி

a) எண்செதாகு%்பில்  உள்ள  மிகசச்ிறு எண்  செதாடகக்  எண்கள்
இரண்ளைடயுபம )குக்கும்.

b) எண்செதாகு%்பில்  உள்ள  மிகசச்ிறு எண்  ஏபதா  ஒரு செ%ாது
)குஎண்ணாக  மடட்ும்  இரு%்%தில்ளைல,  இரு செதாடக்க  எண்களின்
மீ.செ%ா.) ஆகவும் உள்ளது.

• Observation 2  implies the following:

a) All the numbers in the list are multiples of the smallest number in the list,

b) All the multiples of the smallest number up to the largest number appear in the list.
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• ஊகம் 2-ன் %டி

a) எண்செதாகு%்பில் இடம்செ%&்றுள்ள அளைனதத்ு எண்களும் அதிலுள்ள
மிகசச்ிறு எண்ணின் மடங்குகளாக இருக்கும்.

b) மிக%்செ%ரிய எண் )ளைரயில் உள்ள மிகசச்ிறு எண்ணின் மடங்குகள்
அளைனதத்ும் எண்செதாகு%்பில் இடம்செ%றும்.

2. We need to prove or justify these observations. Can you think of the ways of doing this?

2.  இநத்  ஊகங்களைள நிரூபிக்க  அல்லது சரி%ாரக்க்  ப)ண்டும் .  இளைதச்
செசய்திடும் )ழிகளைளக் கண்டுபிடிக்க உங்களால் முடியுமா?

________________________________________________________________________________________________________

________________________________________________________________________________________________________

Points to ponder

சிநத்ிக்க ப)ண்டியளை)

1) Do all pairs of numbers allow for a winning strategy? If not, what kinds of numbers will allow for
a winning strategy?

1)  அளைனதத்ு எண்பசாடிகளும்  செ)&்றி செ%&க்கூடிய  உதத்ிளைய
அனுமதிக்குமா?  இல்ளைலசெயன்&ால்,  எ)்)ா&ான எண்கள் செ)&்றிசெ%றும்
உதத்ிளைய அனுமதிக்கும்?

2) What happens if you allow for the first three numbers to be random? Say, by making it a three-
player game?

2) முதல் மூன்று எண்கள் த&்ப%ாக்காக பதரந்ச்ெதடுக்க அனுமதிக்க%்%டட்ால்
என்ன)ாகும்?  அதா)து,  மூ)ர்  விளைளயாடும்  ஆடட்மாக
மா&்றியளைம%்%து எ)்)ாறிருக்கும்?

References

பம&்பகாள்கள்

 Euclid's Game: https://www.cut-the-knot.org/blue/EuclidAlg.shtml

 The  optimal  strategy  in  Euclid's  game.
https://math.stackexchange.com/questions/754461/optimal-strategy-in-euclids-game
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