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Euclid’s Game

யூகக்ளளிடினக்  விளளயயாடக்ட

Overview

சுருகக்கமக்
Here is a game that is based on the Euclidean algorithm to find the highest common
factor of two natural numbers. In this game, students not only play the game making
moves that correspond to steps of the Euclidean algorithm, but also engage in  doing
mathematics by making conjectures, giving counter-examples, refuting conjectures, and
proving the results.

இநக்த விளளயயாடக்டினக்  மூலமக் யூகக்ளளிடியபக் படிமுளறைதக்தீரக்ளவைபக் பயனக் படதக்த
இரு  இயலக்  எணக் களளினக்  மீபக்பபயாரு  பபயாது  வைகுதக்தளயகக்  (மீ.பபயா.வை)
கணகக்கிடலயாமக்.  இவைக்வைழிமுளறைளயபக்  பினக் பறைக்றி  கணகக்குசக்  பசயக்வைததயாட
மடக்டமக்  மயாணவைரக்களக்  நளிறுதக்தகக்  பகயாளக்ளதபயாவைதலக்ளல.  ஊகஙக்களள
உருவையாகக்குதலக்,  அவைறைக்ளறை  நளிரயாகரளிதக்தலக் ,  எதரக்-உதயாரணஙக்களள
வைழஙக்குதலக்,  மறைக்றுமக்  முடிவுகளள  நளிரூபிதக்தலக்  தபயானக் றை  பசயலக்பயாடகளளினக்
மூலமக் கணளிதமக் பசயக்வைதலுமக் ஈடபடவையாரக்களக் .

An  important  idea  is  that  we  need  to  look  for  counter-examples  to  find  out  that  a
statement is not true. As a part of this unit, you should talk to the students and try to
differentiate between a true prediction and a mathematical result. Also discuss how in
the case of establishing the correctness of a mathematical result, giving examples is not
enough; while in the case of proving a result wrong, counter-examples are enough.

ஒரு  கூறைக்றுபக்  பபயாயக்யயானது  எனக் பளததக்  பதரளிநக்துபகயாளக்வைதறைக்கு  எதரக்-
உதயாரணஙக்களள  நயாமக்  கணக் டபிடிபக்பது  முகக்கியமயான  ஒரு  கருதக்தயாகுமக் .
இநக்தகக் கறைக்றைலக்  பிரளிவினக்  ஒரு பகுதயிலக், ஒரு கணளித தீரக்விறைக்குமக் ஒரு சரளியயான
கணளிபக்பிறைக்குமக்  இளடதய  உளக்ள  தவைறுபயாடக்ளட  ஆசிரளியரக்களக்  விளகக்க
தவைணக் டமக்.  தமலுமக்,  ஒரு  கணளித  தீரக்ளவைசக்  சரளிபயாரக்கக்க  உதயாரணஙக்களக்
தபயாதயாது  எனக் றுமக்  ஆனயாலக்  அளதபக்  பபயாயக்கக்க  எதரக்-உதயாரணஙக்களக்
தபயாதுமயானளவை எனக் பளதகக் குறிதக்துமக் நநீஙக்களக்  உளரயயாட தவைணக் டமக்.

Minimum time: Three sessions of 40 minutes each.

குளறைநக்தபடக்ச தநரமக் : 40 நளிமிடஙக்களளகக் பகயாணக் ட மூனக் று அமரக்வுகளக் .

Type of Learning Unit: Classroom-based.

கறைக்றைலக்  பிரளிவினக்  வைளக: வைகுபக்பளறைபக் பயாடமக்

Unit-specific objectives

பயாடபக்பிரளிவினக்  இலகக்குகளக்
(i) To observe patterns in numbers and articulate the observed pattern clearly

(i) எணக்  அளமபக்புகளளகக்  கவைனளிதக்து,  நநீஙக்களக்  கவைனளிதக்த  அளமபக்ளபதக்
பதளளிவையாக விவைரளிதக்தலக் .

(ii) To look for counter-examples to refute a conjecture

(ii) ஓரக்  ஊகதக்ளதபக்  பபயாயக்பயன  நளிரூபிகக்க  எதரக்-உதயாரணஙக்களளதக்
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ததடதலக் .
(iii)To understand that examples are not sufficient to prove a conjecture

(iii) ஓரக் ஊகதக்ளத  நளிரூபிகக்க  உதயாரணஙக்களக்  மடக்டதம  தபயாதயாது எனக் பளதபக்
புரளிநக்துபகயாளக்ளுதலக்.

(iv) To understand that just one counter-example is sufficient to disprove a conjecture

(iv) ஓரக்  ஊகதக்ளதபக்  பபயாயக்பயன  நளிரூபிகக்க  ஓரக்  எதரக்-உதயாரணமக்
தபயாதுமயானது எனக் பளதபக் புரளிநக்துபகயாளக்ளுதலக் .

(v) To come up with a logical argument (i.e. a proof) in support of a conjecture

(v) ஓரக்  ஊகதக்தறைக்கு  வைலுதசரக்கக்குமக்  தரக்கக்க  வையாதஙக்களள  (அதயாவைது,  ஒரு
நளிரூபணமக்) தயயாசிதக்தலக்.

(vi)To understand the relation between taking successive differences and the Euclidean
algorithm to find the highest common factor (HCF) of two numbers

(vi) யூகக்ளளிடியபக்  படிமுளறைதக்தீரக்ளவைகக்  பகயாணக் ட  இரு  எணக் களளினக்  மீபக்பபயாரு
பபயாது  வைகுதக்தளயகக்  கணகக்கிடவைதறைக்குமக்,  பதயாடரக்ச க்சியயாக  எணக் களளகக்
கழிபக்பதறைக்குமக் இளடதய உளக்ள பதயாடரக்ளபபக் புரளிநக்துபகயாளக்ளுதலக் .

Links to curriculum

பயாடதக்தடக்டதக்துடனக்  உளக்ள பதயாடரக்புகளக்
NCERT Maths Class 6: The concepts of factors, relatively prime (co-prime) numbers and
multiples (Chapter 3)

NCERT Maths Class 6: The concept of Highest Common Factor (HCF)(Chapter 3)

NCERT Maths Class 10: Euclid’s Lemma (Chapter 1)

Materials: Blackboard, chalk and sheets of paper.

ததளவையயான பபயாருடக்களக் : கருமக்பலளக, சயாகக் (chalk), கயாகிததக் தயாளக்களக்

Introduction

அறிமுகமக்
Playing games is a lot of fun. Today you are going to play a game that involves numbers,
and you will find a way to win the game, always!

விளளயயாடதலக்  நமகக்கு  மிகுநக்த  மகிழக்ச க்சிளயதக்  தருமக்  ஒரு  பசயலயாகுமக் .
எணக் களளகக்  பகயாணக் ட  இனக் று  நயாமக்  விளளயயாட  தபயாகிதறையாமக் .  இதலக்
எபக்தபயாதுதம  பவைறைக்றிபபறுவைதறைக்கயான  உதக்தளயயுமக்  நநீஙக்களக்
பதரளிநக்துகக்பகயாளக்ள தபயாகிறீரக்களக் .

Task 1: Play the Euclid’s game

முதலக்  பசயலக் : யூகக்ளளிடினக்  விளளயயாடக்ட
1. This is a two-player game.

1. விளளயயாட இரு நபரக்களக்  ததளவை.
2. The rules of the game are as follows.

2. விளளயயாடக்டினக்  விதகளக் பினக் வைருமயாறு.
• You can decide who plays first.The first player, say Player 1, writes down a number

that is between 1 and 100, including both. Let us call this number ‘A’. The second
player, say Player 2, can write down another number of his/her choice. Let’s call this
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number ‘B’.

• விளளயயாடக்ளட  யயாரக்  பதயாடஙக்குவையாரக்களக்  எனக் பளத  நநீஙக்கதள  முடிவு
பசயக்து பகயாளக்ளலயாமக்.  முதலக்  ஆடக்டகக்கயாரரக் (ஆடக்டகக்கயாரரக் 1),  1  முதலக்  100
வைளரயிலக்  உளக்ள  ஓரக்  எணக் ளணதக்  ததரக்நக்பதடதக்துகக்  பகயாணக் ட  அளத
எழுத  தவைணக் டமக்.  இநக்த  எணக் ளண  ‘A’  எனகக்  பகயாளக்தவையாமக்.  இரணக் டயாமக்
ஆடக்டகக்கயாரரக்  (ஆடக்டகக்கயாரரக்  2),  மிதமுளக்ள  99  எணக் களளிலக்  விருபக்பபக்படக்ட
ஒனக் ளறை எழுதகக்பகயாளக்ளலயாமக். இநக்த எணக் ளண ’B’ எனகக் பகயாளக்தவையாமக்.

• Now, the first player will write the number (A – B) or (B – A), whichever is positive.
Let's call this number ‘C'.

• இபக்தபயாது,  முதலக்  ஆடக்டகக்கயாரரக்  (A  −  B)  அலக்லது  (B  −  A)ஐ  கணகக்கிட
தவைணக் டமக்.  எதலக்  மிளக  எணக் ளண  விளடயயாக  பபறுகிறையாதரயா  அளத
அவைரக்  எழுதகக்  பகயாளக்ள  தவைணக் டமக்.  இநக்த  எணக் ளண  ‘C’  எனகக்
பகயாளக்தவையாமக்.

• Next, it is the second player's turn. He/she has a choice. He/She can either write the
difference between C and A or the difference between C and B. However, if one of
these differences is already in the list (i.e., if it is A or B or C) then it cannot be
written again. (All differences are taken to be positive.)

• பினக் னரக்,  இரணக் டயாமக்  ஆடக்டகக்கயாரரக் அவைரது சுறைக்றிலக்  (C − A)  அலக்லது (C − B)
-இலக்  எளதகக்  கணகக்கிடபக்தபயாகிறையாரக்  எனக் பளததக்
ததரக்நக்பதடதக்துகக்பகயாளக்ளலயாமக்.  ஆனயாலக் ,  எணக்  பதயாகுபக்பிலக்   ஏறைக்கனதவை
அவைக்பவைணக்  இடமக்  பபறைக்றிருநக்தயாலக்  (அதயாவைது, A  அலக்லது B அலக்லது C ஆக
இருநக்தயாலக் ) அது மீணக் டமக் எழுதபக்படகக்கூடயாது.  (கழிதக்தலிலக்  பபறைக்றை எணக்
மிளக எணக் களயாக (positive numbers) கருதபக்படமக்)

• Similarly, in subsequent turns, the players take turns to write a number which is the
difference between any two numbers in the list, provided the number itself is not
already present in the list.

• இதததபயால,  எணக்  பதயாகுபக்பிலக்  இடமக்பபறைக்றிருகக்குமக்  இரு  எணக் களளினக்
விதக்தயயாசதக்ளத  அடதக்தடதக்த  சுறைக்றிலக்  கணகக்கிடக்ட  ஆடக்டகக்கயாரரக்களக்
எழுதகக்பகயாளக்வையாரக்களக் .  ஆனயாலக் ,  அது  பதயாகுபக்பிலக்  ஏறைக்கனதவை
இடமக்பபறையாத எணக் ணயாகவுமக் இருகக்க தவைணக் டமக்.

• The game ends when it is not possible to write any new number.

• கழிதக்தலினக்  மூலமக்,  புததயான  எணக்  ஏதுமக்  கிளடகக்கவிலக்ளல  எனக் றையாலக்
ஆடக்டமக் முடிவுபபறைக்றுவிடக்டதயாக கருதகக்பகயாளக்ள தவைணக் டமக்.

• The person who writes the last number will be the winner.

• இறுதயயாக  எணக் ளணபக்  பதவிடக்டவைரக்தயானக்  ஆடக்டதக்தலக்  பவைறைக்றி
பபறைக்றைவைரயாவையாரக்.

Let us look at a sample run of the game.

ஓரக் எடதக்துகக்கயாடக்ளட இபக்தபயாது பயாரக்கக்கலயாமக்.

• Suppose, the first player writes 12. The second player has 99 choices to choose
his/her number (as the upper limit is 100).

• முதலக்  ஆடக்டகக்கயாரரக்  எணக்  12-ஐ  ததரக்நக்பதடகக்கிறையாரக்  எனக் று
எடதக்துகக்பகயாளக்தவையாமக்.  இபக்தபயாது  இரணக் டயாமக்  ஆடக்டகக்கயாரரக்  99
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எணக் களளிலக்  ஒனக் ளறைதக்  ததரக்நக்பதடகக்கலயாமக்.  (100 எணக் களளிலக்  ஒனக் ளறை
ததரக்நக்பதடகக்கதவைணக் டமக் எனக் பதயாலக் )

• Suppose, the second player chooses 16, then the first player can only write 4, i.e.
the difference between 16 and 12.

• இரணக் டயாமக் ஆடக்டகக்கயாரரக் எணக்  16-ஐ ததரக்நக்பதடகக்கிறையாரக் எனக் றையாலக் , முதலக்
ஆடக்டகக்கயாரரக் எணக்  4-ஐ தயானக்  எழுத முடியுமக். ஏபனனக் றையாலக் , 16-லிருநக்து 12-
ஐ கழிகக்கிதறையாமக்.

• The second player then writes 8, the difference between 12 and 4. Note that the
player could not have written the difference between 16 and 4, as 12 is already in
the list.

• பினக் னரக்,  12-லிருநக்து  4-ஐ  கழிபக்பதயாலக்  இரணக் டயாமக்  ஆடக்டகக்கயாரரக்  8 ஐ
எழுதுகிறையாரக்.  இவைரக்  16  மறைக்றுமக்  4-இனக்  விதக்தயயாசதக்ளத  எழுதயிருகக்க
முடியயாது  ஏபனனக் றையாலக்  பதயாகுபக்பிலக்  12  ஏறைக்கனதவை
இடமக்பபறைக்றிருகக்கிறைது.

• Now there is no possibility of  writing new numbers,  so the game ends with the
numbers  4,  8,  12,  and  16  appearing  in  the  list  (12,  16,  4,  8  in  the  order  of
appearance).

• இபக்தபயாது,  புதய  எணக் கதளதுமக்  எழுதுவைதறைக்கயான  வையாயக்பக்புகளக்  இலக்ளல.
ஆதலயாலக் ,  ஆடக்டதக்தனக்  முடிவிலக்  எணக் களக்  4,  8,  12,  மறைக்றுமக், 16 ஆகியளவைதக்
பதயாகுபக்பிலக்  இடமக்பபறைக்றுளக்ளது.  (எழுதபக்படக்ட  வைரளிளசயிலக்
எடதக்துகக்பகயாணக் டயாலக் 12, 16, 4, 8 ஆகுமக்)

• There are four numbers in the list, and the second player is the winner, as he/she
wrote the last number 8.

• பதயாகுபக்பிலக்  பமயாதக்தமக்  நயானக் கு  எணக் களக்  உளக்ளன.  இரணக் டயாமக்
ஆடக்டகக்கயாரரக்  பவைறைக்றி  பபறைக்றையாரக்,  ஏபனனக் றையாலக்  அவைரக்தயானக்  எணக்  8 ஐ
இறுதயயாக எழுதனயாரக்.  

Play this game with your partner multiple times. Study the lists of numbers that you got for
each game and record your observations in the table below. For the last column, where
you record the winner, mention whether Player 1 (who chose the first number) won or
Player 2 (who chose the second number) won.

உஙக்களக்  நணக் பருடனக்  இநக்த  ஆடக்டதக்ளதபக்  பல  முளறை  விளளயயாடஙக்களக் .
ஒவைக்பவையாரு  ஆடக்டதக்தலுமக்  பதயாகுபக்பிலக்  இடமக்பபறைக்றை  எணக் களள  ஆரயாயக்நக்து,
நநீஙக்களக்  உறைக்றுதநயாகக்கியவைறைக்ளறைகக்  கீதழ  பகயாடகக்கபக்படக்டளக்ள
அடக்டவைளணயிலக்  பதவிடஙக்களக் .  பவைறைக்றி  பபறைக்றைவைரக்  எனக் றை  கடக்டதக்தலக் ,
ஆடக்டகக்கயாரரக் 1 (முதலக்  எணக் ளணதக் ததரக்நக்பதடதக்தவைரக்) அலக்லது ஆடக்டகக்கயாரரக் 2
(இரணக் டயாமக் எணக் ளணதக் ததரக்நக்பதடதக்தவைரக்) எனக் று குறிபக்பிடஙக்களக் .
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Initial
Numbers The smallest

number in
the list

The largest
number in

the list

All the numbers
in the list

(in ascending
order)

How many
numbers
are there

in the list?

Winner

Player
1

Player
2

பதயாடகக்க
எணக் களக்

பதயாகுபக்பி
லக்

இடமக்பபறைக்
றுளக்ள

மிகசக்சிறிய
எணக்

பதயாகுபக்பி
லக்

இடமக்பபறைக்
றுளக்ள

மிகபக்பபரளி
ய எணக்

பதயாகுபக்பிலுளக்
ள அளனதக்து

எணக் களுமக்
(ஏறுவைரளிளசயி
லக்  எழுதுஙக் களக் )

பதயாகுபக்பி
லக்

எதக்தளன
எணக் களக்
உளக்ளன?

பவைறைக்றி
பபறைக்றை

வைரக்ஆடக்ட
கக்கயார

ரக் 1

ஆடக்ட
கக்கயார

ரக் 2

The teacher can also make this table on the board. After all the students finish playing
the game a few times, collect some responses from the students and fill in the table. (It
is fun to play the game the first few times. However, the teacher should stop the game
and start a discussion, when she feels that the students are getting tired or bored of
repeating the game.)

இநக்த  அடக்டவைளணளய  ஆசிரளியரக்  கருமக்பலளகயிலுமக்  வைளரநக்து
பகயாளக்ளலயாமக்.  மயாணவைரக்களக்  அளனவைருமக்  விளளயயாடி  முடிதக்த  பினக் னரக்,
சிலரளினக்  பதலக்களள  அவைரக்  அடக்டவைளணயிலக்  பதவிடலயாமக்.  (ஆடக்டமக்
உறைக்சயாகதக்ளத  அளளிகக்குமக்  எனக் றையாலுமக்,  சலிபக்புதக்  தடக்டமக்தபயாது  ஆடக்டதக்ளத
இளடயிலக்  நளிறுதக்தவிடக்ட  மயாணவைரக்களுடனக்  ஆசிரளியரக்  உளரயயாட
தவைணக் டமக்.)

Please see the section  ‘Mathematical  and pedagogical  explanations’ before recording
students' responses on the board. Ensure that a sufficient number of examples that help
generate some conjectures, are on the board.

மயாணவைரக்களளினக்  பதலக்களளபக்  பலளகயிலக்  பதவிடமக்  முனக் னரக்,  ஆசிரளியரக்
‘கணளித  மறைக்றுமக்  கலக்வியியலக்  சயாரக்நக்த  விளகக்கஙக்களக் ’  எனக் றை  பிரளிளவை
வையாசிகக்குமக்படி  தகடக்டகக்பகயாளக்கிதறையாமக்.  தபயாதுமயான  பதலக்களக்  இருபக்பளத
உறுதசக்  பசயக்யுஙக்களக் .  இது  ஊகஙக்களள  உருவையாகக்குமக்தபயாது
உதவியளளிபக்பதயாக இருகக்குமக்.

The teacher can then invite the students to look for patterns in the filled table. Ask the
students to generalize the patterns and make conjectures. Write down each conjecture
on the board and encourage the students to examine whether it holds, by generating
more examples, or can be refuted by generating a counter-example. Help the students
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see that verifying the conjecture for any number of  examples does not amount to a
proof, and that one counter-example is sufficient to disprove a conjecture. Encourage the
students to come up with proofs of their conjectures.

அடக்டவைளணயிலக்  பதலக்களள  நளிரபக்பிய  பினக் னரக்,  எணக் களளிலக்
அளமபக்புகதளதுமக்  பதனக் படகிறைதயா  எனக் று  மயாணவைரக்களளகக்
கணக் டபிடிகக்குமக்படி  கூறுஙக்களக் .  அளமபக்புகளளபக்  பபயாதுவிதபக்படதக்த
அவைரக்களக்  ஊகஙக்களள  உருவையாகக்க  தவைணக் டமக்.  ஒவைக்பவையாரு  ஊகதக்ளதயுமக்
பலளகயிலக்  எழுதுஙக்களக் .  அவைறைக்ளறைசக்  சரளிபயாரக்கக்க,  தமலுமக்  பல
உதயாரணஙக்களள உருவையாகக்குமக்படி மயாணவைரக்களள ஊகக்குவியுஙக்களக் .  எதரக்-
உதயாரணதக்ளதகக்  பகயாணக் ட  பபயாயக்கக்கவுமக்  பசயக்யலயாமக்.  ஊகதக்ளதபக்
பபயாருநக்துவைதயாக  எணக் ணறைக்றை  உதயாரணஙக்களக்  பகயாடகக்கபக்படக்டயாலுமக்,  அது
நளிரூபணமயாகிவிடக்டதறைக்கு  ஈடயாகயாது  எனக் றுமக்,  அளதபக்  பபயாயக்கக்க  ஓரக் எதரக்-
உதயாரணமக்  தபயாதுமயானது  எனக் பளதயுமக்  மயாணவைரக்களள  உணரசக்
பசயக்யுஙக்களக் . அவைரக்களக்  சிநக்ததக்த ஊகதக்ளத நளிரூபிகக்க ஊகக்குவியுஙக்களக் .  

Some of the conjectures that the students might come up with, and the ways to handle
these  are  discussed  in  the  section  'Mathematical  and  pedagogical  explanations'.
However, it is possible that students come up with conjectures that are not listed here. In
this case, take the conjectures one-by-one, verify, refute or prove the conjecture as the
case may be, and familiarise the students with these processes.

மயாணவைரக்களக்  அளளிகக்குமக்  சில  ஊகஙக்களக்  மறைக்றுமக்  அவைறைக்ளறை  எவைக்வையாறு
ளகயயாள தவைணக் டமக் எனக் பளதகக் குறிதக்து அறிய ‘கணளித மறைக்றுமக் கலக்வியியலக்
சயாரக்நக்த  விளகக்கஙக்களக் ’  எனக் றை  பிரளிளவை  வையாசியுஙக்களக் .  எனளினுமக்,  இதலக்
படக்டியலிடபக்படயாத  ஊகஙக்களள  மயாணவைரக்களக்  சிநக்தபக்பதுமக்  சயாதக்தயதம.
இநக்தசக்  சமயதக்தலக் ,  ஊகஙக்களள  ஒனக் பறையானக் றையாக  சரளிபயாரக்தக்து,  அவைறைக்ளறை
நநீஙக்களக்  பபயாயக்கக்க  அலக்லது  நளிரூபிகக்க  தவைணக் டமக்.  மயாணவைரக்களள  இநக்தசக்
பசயலிலக் ததரக்ச க்சிபபறை பசயக்யுஙக்களக் .

Task 2: Predict the numbers in the list

பசயலக்  2: படக்டியலிலக்  உளக்ள எணக் களளகக் கணளிதக்தலக்
Let us assume that the following are the initial numbers in the game. Based on these, can
you predict the numbers that you will arrive at, while playing the game?

ஆடக்டதக்தனக்  பதயாடகக்க  எணக் களக்  வைழஙக்கபக்படக்டளக்ள  நளிளலயிலக் ,
விளளயயாடமக்தபயாது  எநக்பதநக்த  எணக் களளபக்  பபறுவீரக்களக்  எனக் று  கணளிதக்தட
இயலுமயா?

(Hint: If you are stuck, look at the table you just made. See if there is any relationship
between the initial numbers and the numbers in the list.)

(குறிபக்பு:  தீரக்வு  கிளடகக்கயாமலக்  தபயானயாலக்  அடக்டவைளணளயபக்  பயாருஙக்களக் .
அதலுளக்ள  பதயாடகக்க  எணக் களுகக்குமக்,  படக்டியலிடபக்படக்ட  எணக் களுகக்குமக்
இளடதய ஏததனுமக் பதயாடரக்பு உளக்ளதயா எனக் பளதசக் தயயாசளனசக் பசயக்யுஙக்களக் )
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Predict all the numbers in the list if:

பினக் வைருமக்  பதயாடகக்க  எணக் களுகக்கு,  முடிவையாக  கிளடகக்ககூடிய  எணக் களளகக்
கணளிதக்தடஙக்களக் :
1. The initial numbers are 9 and 15.

1. 9 மறைக்றுமக் 15
___________________________________________________________________________________________

2. The initial numbers are 20 and 9.

2. 20 மறைக்றுமக் 9
___________________________________________________________________________________________

3. The initial numbers are 13 and 17.

3. 13 மறைக்றுமக் 17
___________________________________________________________________________________________

4. The initial numbers are 7 and 35.

4. 7 மறைக்றுமக் 35
___________________________________________________________________________________________

5.  How did you predict the numbers for each example? Did you notice any patterns across
the examples?

5. ஒவைக்பவையாரு  எடதக்துகக்கயாடக்டிறைக்குமக்  எணக் களள  எவைக்வையாறு  கணளிதக்தீரக்களக் ?
இவைக்பவைணக் களளிலக்  ஏததனுமக் அளமபக்பு இருபக்பளதகக் கவைனதக்தீரக்களயா?

___________________________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________________________

The teacher then can engage students in a discussion on how they can justify that their
strategy for finding the numbers in the list will always work. Please study the section
`Mathematical and pedagogical explanations’ for suggestions/ideas on how to lead
this discussion.

பினக் னரக்,  எணக் களளகக்  கணக் டறிய  மயாணவைரக்களக்  பயனக் படதக்தயுளக்ள  உதக்த
தவைறையாமலக்  சரளியயான  விளடளய  அளளிகக்குமக்  எனக் பளத  அவைரக்களக்  எவைக்வையாறு
நளியயாயபக்படதக்தலயாமக்?  இளதகக்  குறிதக்து  ஆசிரளியரக்  ஓரக்  உளரயயாடளல
நளிகழக்தக்தலயாமக்.   இளத எவைக்வையாறு  எடதக்துசக் பசலக்லலயாமக்  எனக் பளதகக்  குறிதக்த
கருதக்துகளக்/தயயாசளனகளளபக் பபறை  ‘கணளித  மறைக்றுமக்  கலக் வியியலக்  சயாரக்நக்த
விளகக்கஙக் களக் ’ எனக் றை பிரளிளவை வையாசியுஙக்களக் .

6. Now that you know the strategy for finding the list, can you predict a strategy that will
ensure that one of the players will always win this game? (Which player can adopt this
strategy and always win?)

6 எணக் களளகக்  கணக் டறியுமக்  உதக்த  தறைக்தபயாது  உஙக்களுகக்குதக்  பதரளியுமக் .
அதததபயால,  இரு  ஆடக்டகக்கயாரரக்களளிலக்  ஒருவைதர  எபக்தபயாதுமக்  பவைறைக்றி
பபறுவைளத  உறுதசக் பசயக்வைதறைக்கயான  ஓரக் உதக்தளய  உஙக்களயாலக்  கணளிகக்க
முடியுமயா?  (இருவைரளிலக்  எநக்த  ஆடக்டகக்கயாரரக் இநக்த  உதக்தளயபக்  பயனக் படதக்த
எபக்தபயாதுமக் பவைறைக்றி பபறைலயாமக்?)

___________________________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________________________
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Mathematical and pedagogical explanations

கணளித மறைக்றுமக்  கலக் வியியலக்  சயாரக்நக்த விளகக்கஙக் களக்
The activity helps the students engage in some fundamental practices of mathematics,
such as observing patterns, making conjectures, verifying or refuting the conjectures,
and so on. The novelty of the activity is in seeing how mathematical ideas emerge in the
context of the game. The game begins with a simple task such as subtraction of two
numbers. At the end of one or two games, the student begins to grasp that the process
leads  to  a  finite  sequence  of  numbers.  Moreover,  one  starts  figuring  out  that  the
numbers that emerge in each game depend on the choice of the initial pair of numbers.
After looking for patterns, the students will realize the connection between the HCF of
the initial pair of numbers with the list of numbers obtained.  

இநக்த  விளளயயாடக்டினக்  மூலமக்  மயாணவைரக்களக்  சில  அடிபக்பளடயயான  கணளித
பசயலக்பயாடகளளிலக்  ஈடபடலயாமக்.  எணக்  அளமபக்புகளள  உறைக்றுதநயாகக்குதலக் ,
ஊகஙக்களள  உருவையாகக்குதலக் ,  அவைறைக்ளறை  நளிரூபிதக்தலக்  அலக்லது  நளிரயாகரளிதக்தலக் ,
தபயானக் றைளவை  இளவை.  ஆடக்டதக்தனக் தபயாது  கணளித  கருதக்துகளக்  எவைக்வையாறு
பவைளளிபக்படகிறைது  எனக் பளத  அறிநக்து  பகயாளக்வைதத  இநக்த  விளளயயாடக்டினக்
தனளிதக்துவைமயாகுமக்.  இரணக் ட  எணக் களளகக்  கழிதக்தலக்  எனக் றை  எளளிளமயயான
பசயலிலக்  பதயாடஙக்குமக்  மயாணவைரக்களக் ,  சில  ஆடக்டஙக்களுகக்குபக்  பினக் னரக்
இசக்பசயலினக்  மூலமக்  முடிவுளக்ள  ஓரக்  எணக் பதயாகுபக்புகக்
கணகக்கிடபக்படக்டிருபக்பளத  உணரக்வையாரக்களக் .  தமலுமக்,  கிளடதக்த  எணக் களக்
அளனதக்துதம பதயாடகக்கதக்தலக்  ததரக்நக்பதடதக்த எணக் களளபக்  பபயாறுதக்துதயானக்
உளக்ளது  எனக் பளதயுமக்  பதரளிநக்துபகயாளக்வையாரக்களக் .  இவைக்பவைணக் களுகக்கு
அளமபக்புகதளதுமக்  உளக்ளதயா  எனக் பளதகக்  உறைக்றுதநயாகக்குமக்தபயாது,
அவைறைக்றிறைக்குமக்  பதயாடகக்க  எணக் களளினக்  மீ.பபயா.வை-கக்குமக்  உளக்ள  பதயாடரக்ளப
மயாணவைரக்களக்  உணரக்நக்துபகயாளக்வையாரக்களக் .

To understand the mathematical significance of the students' responses, we consider
below the  different  ways  of  thinking  that  students  might  exhibit  and propose  some
conjectures that they might come up with. In the pedagogical discussion column, we
provide  explanations  for  some  of  the  conjectures,  and  suggestions  to  lead  the
discussion.

மயாணவைரக்களளினக்  பதலக்களளிலக்  உளக்ள கணளித கருதக்துகளளபக் புரளிநக்துபகயாளக்ள,
அவைரக்களக்  பவைளளிபக்படதக்தகக்கூடிய  சில  சிநக்தளனகளக்  மறைக்றுமக்
உருவையாகக்ககக்கூடமக்  ஊகஙக்களளகக்  கீதழ  படக்டியலிடக்டளக்தளயாமக்.  சில
ஊகஙக்களுகக்கு  விளகக்கஙக்களுமக்,  அவைறைக்ளறைகக்  குறிதக்த  உளரயயாடளல
நளிகழக்தக்த தயயாசளனகளுமக்  ‘கறைக்பிகக்க உதவுமக்  கலநக்துளரயயாடலக் களக் ’ எனக் றை
கடக்டதக்தலக் பகயாடகக்கபக்படக்டளக்ளது.   
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Students’ observations Possible pedagogical discussion

The largest number in the sequence
is the same as the largest number in
the initial pair of numbers.

 Ask  for  the  reason  why  the  larger  initial
number  remains  the  largest  number  in  the
list till the end.

 Explanation: As we are subtracting numbers
in consecutive steps within the set of positive
integers,  the  numbers  obtained  will  always
be  smaller  than  the  largest  number  in  the
initial pair of numbers.

The list contains only the multiples of
the smallest number in the final list.

 Ask  to  verify  with  other  examples  in  the
table.

 Ask  whether  they  can  come  up  with  a
counter-example.

 Ask for the reason why this is the case.  

In the initial pair of numbers, if one of
the  numbers  is  a  multiple  of  the
other, then the list contains only the
multiples  of  the  smaller  initial
number.
E.g.: For the initial numbers, 7 and 35,
the sequence obtained contains only
multiples of 7.

 Ask  to  take  a  few  more  initial  pairs  of
numbers, where one is a multiple of the other
and verify that it works every time.

 Look for a counter-example  ― a set of  two
numbers  which  will  refute  the  above
conjecture. This is an opportunity to discuss
whether  not  finding  a  counter-example
amounts to a proof of the conjecture.  

If  the  initial  numbers  are  co-prime
(i.e.,  1  is  the  only  common  factor),
then  the  list  consists  of  all  the
numbers from 1 to the larger number
in the initial pair of numbers.

 Ask  to  take  a  few more  initial  pairs  of  co-
prime numbers and verify that it works every
time.

 Look for a counter-example  ― a set of  two
numbers  which  will  refute  the  above
conjecture.  This is an opportunity to discuss
whether  not  finding  a  counter-example
amounts to a proof of the conjecture.  

If  the  initial  pair  of  numbers  has  a
common factor,  d,  then the smallest
number in the list is d.

 Note that students may not consider 1 as a
common factor,  and therefore while  testing
this conjecture they might not have co-prime
numbers as the initial pair.

 Ask to take a few more examples of a similar
kind and verify that it works every time.

 Ask  whether  the  two  numbers  in  the  pair
have  any  other  common  factor.  Ask  them
whether they want to modify the conjecture.
(Note  that  the  conjecture  in  this  particular
form  is  not  true.  When  we  start  with  the
initial  numbers  12 and 16,  2  is  a  common
factor of both numbers, but does not appear
in the final list.)

CC-BY-SA 4.0 license, HBCSE                9



Vigyan Pratibha Learning Unit          Euclid's Game

 Ask them if there is  anything special  about
the  common  factor  that  is  the  smallest
number in the list.

 Think about why the smallest number in the
list is this particular factor.

If the last three conjectures above have been articulated by the students, encourage
them to come up with one conjecture that will include all these three conjectures.

The smallest number of the sequence
is a common factor of the initial two
numbers.

 Find out if this includes or contradicts any of
the above conjectures.

 Refine, verify, or refute the conjecture.

The smallest number of the sequence
is  the  HCF  of  the  initial  pair  of
numbers.

 Find out if this includes or contradicts any of
the above conjectures.

மயாணவைரக்களளினக்  ஊகஙக் களக் கறைக்பிகக்க உதவுமக்
கலநக்துளரயயாடலக் களக்

எணக் பதயாகுபக்பிலக்  உளக்ள
மிகபக்பபருமக்  எணக் ணுமக்,  பதயாடகக்க
எணக் களளிலக்  உளக்ள பபரளிய எணக் ணுமக்
ஒனக் றையாக இருகக்குமக்.

 எணக்  பதயாகுபக்பினக்  இறுத  வைளர,
ஏனக்  பதயாடகக்க  எணக் தண  பபருமக்
எணக் ணயாக  உளக்ளது  எனக் று
தகளுஙக்களக் .

 விளகக்கமக்:  பதயாடரக்ச க்சியயாக
மிளக  எணக் களளகக்  கழிபக்பதயாலக் ,
கணகக்கிடபக்படமக்  எணக் களக்
எபக்தபயாதுமக் பதயாடகக்க எணக் களள
விட சிறியதயாகதயானக்  இருகக்குமக்.

இறுத  எணக்  பதயாகுபக்பிலக் ,  மிகசக்சிறு
எணக் ணளினக்  மடஙக்குகளக்  மடக்டமக்தயானக்
இடமக்பபறைக்றிருகக்குமக்.

 அடக்டவைளணயிலக்  உளக்ள  மறைக்றை
எடதக்துகக்கயாடக்டகளுடனக்
சரளிபயாரக்கக்குமக்படி பசயாலக்லுஙக்களக் .

 இதறைக்கயான  எதரக்-உதயாரணஙக்களக்
எளதயுமக்  தரமுடியுமயா  எனக் று
தகளுஙக்களக் .

 இவைக்வையாறு  இருபக்பதறைக்கயான
கயாரணதக்ளதகக்  கூறுமக்படி
தகளுஙக்களக் .  

பதயாடகக்க  எணக் களளிபலயானக் று
மறைக்பறையானக் றினக்  பபருகக்கமயாக
இருகக்குமயானயாலக்,  இறுத
எணக் பதயாகுபக்பிலக்  சிறிய  எணக் ணளினக்
மடஙக்குகளக்  மடக்டமக்தயானக்
கிளடகக்குமக்.

 தமலுமக்  சில  பதயாடகக்க
எணக் தசயாடிகளள  (ஒனக் று
மறைக்பறையாரு  எணக் ணளினக்
பபருகக்கமயாக  இருபக்பதயாக)
எடதக்துகக்  பகயாளக்ள
பசயாலக்லுஙக்களக் .  ஒவைக்பவையாரு
எணக் தசயாடியிகக்குமக்  இநக்த
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எடதக்துகக்கயாடக்ட:  7 மறைக்றுமக்  35 எனக் றை
பதயாடகக்க  எணக் களுகக்கு  நயாமக்
பபறைகக்கூடிய எணக் பதயாகுபக்பிலக் ,  7-னக்
மடஙக்குகளக்  மடக்டமக்தயானக்
இடமக்பபறைக்றிருகக்குமக்.

ஊகதக்ளதசக்  சரளிபயாரக்கக்குமக்படி
பசயாலக்லுஙக்களக் .

 இநக்த  ஊகதக்ளதபக்  பபயாயக்கக்ககக்
கூடமக்  இரு  எணக் களளசக்
சிநக்ததக்து  எதரக்-
உதயாரணஙக்களள  உருவையாகக்க
முயறைக்சியுஙக்களக் .  எதரக்-
உதயாரணமக்  கிளடகக்கயாமலக்
தபயானயாலக்  ஊகமக்
நளிரூபிகக்கபக்படக்டதயாக
எடதக்துகக்பகயாளக்ளலயாமயா
எனக் பளதகக்  குறிதக்து  உளரயயாட
தகுநக்த  தருணமயாக  இது
இருகக்குமக்.

பதயாடகக்க  எணக் களக்  சயாரக்பகயா
முழுஎணக் களயாக  (அதயாவைது,  1 ஐ
மடக்டதம  பபயாது  வைகுஎணக் ணயாக
பகயாணக் ட எணக் களக் )  இருகக்குமயானயாலக்
இறுத  எணக் பதயாகுபக்பிலக் ,  1  முதலக்
பதயாடகக்க  எணக் களளினக்  பபரளிய  எணக்
வைளரயிலக்  எலக்லயா  எணக் களுமக்
இடமக்பபறுமக்.

 தமலுமக்  சில  சயாரக்பகயா  முழுஎணக்
தசயாடிகளளதக்  ததரக்நக்பதடதக்து,
ஒவைக்பவையாரு  முளறையுமக்  முடிவுகளக்
எதரக்பயாரக்தக்தளதபக்  தபயாலக்
உளக்ளதயா  எனக் பளதசக்
சரளிபயாரக்கக்குமக்படி பசயாலக்லுஙக்களக் .

 இநக்த  ஊகதக்ளதபக்  பபயாயக்கக்ககக்
கூடமக்  இரு  எணக் களளசக்
சிநக்ததக்து  எதரக்-
உதயாரணஙக்களள  உருவையாகக்க
முயறைக்சியுஙக்களக் .  எதரக்-
உதயாரணமக்  கிளடகக்கயாமலக்
தபயானயாலக்  ஊகமக்
நளிரூபிகக்கபக்படக்டவிடக்டதயாக
எடதக்துகக்பகயாளக்ளலயாமயா
எனக் பளதகக்  குறிதக்து  உளரயயாட
தகுநக்த  தருணமயாக  இது
இருகக்குமக்.

 குறிபக்பு:  பபயாது வைகுஎணக் ணயாக  1
இருபக்பளத  மயாணவைரக்களக்
கருதயாமலக்  தபயாகலயாமக்.  ஆதலயாலக்
அவைரக்களக்  ததரக்நக்பதடகக்குமக்
பதயாடகக்க  எணக் களக்  சயாரக்பகயா
முழுஎணக் களயாக  இலக்லயாமலக்
தபயாககக்கூடமக்.

பதயாடகக்க  எணக் களுகக்கு  d எனக் றை
பபயாது  வைகுஎணக்  இருகக்குமயானயாலக் ,
இறுத எணக் பதயாபக்பிலக்  d மிகசக்சிறிய

 இது  தபயானக் றை  தவைறு  சில
எணக் களளதக்  ததரக்நக்பதடதக்து,
ஒவைக்பவையாரு  முளறையுமக்  முடிவுகளக்
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எணக் ணயாக இருகக்குமக். எதரக்பயாரக்தக்தளதபக்  தபயாலக்
உளக்ளதயா  எனக் பளதசக்
சரளிபயாரக்கக்குமக்படி பசயாலக்லுஙக்களக் .

 பதயாடகக்க  எணக் தசயாடியிறைக்கு
தவைதறைதுமக்  பபயாது  வைகுஎணக்
உளக்ளதயா  எனக் று
மயாணவைரக்களளிடமக்  தகளக்வி
எழுபக்பலயாமக்.  ஊகதக்ளத
மயாறைக்றியளமகக்க  யயாருகக்குமக்
விருபக்பமுளக்ளதயா  எனக் றுமக்
தகளுஙக்களக் .  (குறிபக்பு:
பகயாடகக்கபக்படக்டிருகக்குமக்
வைடிவைதக்தலக்  ஊகமக்  தவைறையானது.
எடதக்துகக்கயாடக்டயாக,  12  மறைக்றுமக்
16 ஐ  பதயாடகக்க  எணக் களயாக
எடதக்துகக்பகயாணக் டயாலக் ,  2
அவைறைக்றினுளடய  பபயாது
வைகுஎணக் ணயாக  இருகக்குமக்.
ஆனயாலக்  இறுத எணக் பதயாகுபக்பிலக்
அது இடமக்பபறைவிலக்ளல.)

 எணக் பதயாகுபக்பிலக்
இடமக்பபறைக்றிருகக்குமக்  மிகசக்சிறு
எணக் ணயான  வைகுஎணக்  ஏததனுமக்
சிறைபக்பமக்சதக்ளதகக்
பகயாணக் டளக்ளதயா  எனக் று
மயாணவைரக்களளிடமக் தகளுஙக்களக் .

 குறிபக்பிடக்ட  எணக்  மிகசக்சிறு
எணக் ணயாக  ஏனக்  இருகக்கிறைது
எனக் பளதசக்  சிநக்தகக்குமக்படி
பசயாலக்லுஙக்களக் .

தமலுளக்ள  களடசி  மூனக் று  ஊகஙக்களளயுமக்  மயாணவைரக்களக்
கணக் டபிடிதக்துவிடக்டயாரக்களக்  எனக் றையாலக் ,  இவைறைக்ளறை  உளக்ளடகக்கிய  ஓரக்
ஊகதக்ளதசக் சிநக்தகக்குமக்படி அவைரக்களள ஊகக்குவியுஙக்களக் .

எணக் பதயாகுபக்பிலக்  இடமக்  பபறுமக்
மிகசக்சிறு  எணக்  பதயாடகக்க
எணக் தசயாடியினக்  பபயாது
வைகுஎணக் ணயாகுமக்.

• தமதல  விவைரளிகக்கபக்படக்ட
ஊகஙக்களக்  ஏததனுமக்  இதலக்
உளக்ளடஙக்கியதயா  அலக்லது
அவைறைக்றிலிருநக்து
முரணக் படகிறைதயா  எனக் பளதபக்
பயாருஙக்களக் .

• ஊகதக்ளத  மறுஆகக்கமக்
பசயக்யலயாமக்,  நளிருபிகக்கலயாமக்,
அலக்லது தவைபறைன கயாடக்டலயாமக்.
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எணக் பதயாகுபக்பிலக்  உளக்ள  மிகசக்சிறு
எணக் தயானக்  பதயாடகக்க  எணக் களளினக்
மீபக்பபயாரு பபயாது வைகுதக்தயயாகுமக்.

• தமதல  விவைரளிகக்கபக்படக்ட
ஊகஙக்களக்  ஏததனுமக்  இதலக்
உளக்ளடஙக்கியதயா  அலக்லது
அவைறைக்றிலிருநக்து
முரணக் படகிறைதயா  எனக் பளதபக்
பயாருஙக்களக் .

Note: When students come up with observations and conjectures,  these may not be
articulated  clearly  enough.  The  teacher  may  need  to  rephrase,  and  ask  clarifying
questions to make the conjectures precise. There cannot be a standard instruction for
this, and the teacher will have to think of ways of clarifying. Once a conjecture is formed,
ask the students to verify, refute, or refine it. The next step is to think of a proof.  

குறிபக்பு:  மயாணவைரக்களக்  உறைக்றுகவைனளிதக்தளவை  மறைக்றுமக்  அவைரக்களக்  சிநக்ததக்த
ஊகஙக்களளகக்  கூறுமக்தபயாது  அளவைதக்  பதளளிவிலக்லயாமலக்  இருகக்கலயாமக்.
அவைறைக்ளறைசக்  சரளிபசயக்ய  புதுவிதஙக்களளிலக்  விளகக்கமளளிதக்து,  பதளளிவுபடதக்தகக்
கூடிய தகளக்விகளள அவைரக்களளிடமக்  ஆசிரளியரக்களக்  தகடக்க தவைணக் டமக்.  இளதசக்
பசயக்ய பபயாதுவையான ஒரு வைழி இருகக்க வையாயக்பக்பிலக்ளல.  தஙக்களுகக்பகன புது
வைழிகளளசக்  சிநக்ததக்து  ஆசிரளியரக்களக்  மயாணவைரக்களளதக்  பதளளிவுபடதக்த
தவைணக் டமக்.  ஓரக் ஊகமக்  முனக் ளவைகக்கபக்படக்ட பினக்  அளத நளிரூபிகக்க,  பபயாயக்கக்க,
அலக்லது  மறுஆகக்கமக்  பசயக்யுமக்படி  மயாணவைரக்களளிடமக்  கூறுஙக்களக் .
அடதக்தகக்கடக்டமயாக, நளிரூபணஙக்களளகக் குறிதக்துபக் பயாரக்கக்கலயாமக்.

Task 3: Looking for proofs of some conjectures

பசயலக்  3: சில ஊகஙக் களள நளிரூபிகக்க முயறைக்சிதக்தலக்
Some students  made these interesting observations after  playing a  few rounds of  the
game:

சில  ஆடக்டஙக்களுகக்குபக்  பினக் ,  மயாணவைரக்களக்  சிலரக் கவைனளிதக்த  சுவையாரஸக் யமயான
ஊகஙக்களக்  கீதழ பகயாடகக்கபக்படக்டளக்ளது.
Observation 1: The smallest  number in the final  list  is  the HCF of  the initial  pair  of
numbers.

ஊகமக்  1:  இறுத  எணக் பதயாகுபக்பிலக்  உளக்ள  மிகசக்சிறிய  எணக் தயானக்  பதயாடகக்க
எணக் களளினக்  மீ.பபயா.வை ஆகுமக்.

Observation 2: All  and only the  multiples  of  this  smallest  number up  to  the largest
number appear in the list.

ஊகமக்  2:  பபரளிய எணக்  வைளரயிலக்  உளக்ள  இநக்த  மிகசக்சிறு  எணக் ணளினக்
பபருகக்கிகளக்  மடக்டதம எணக் பதயாகுபக்பிலக் இடமக்பபறுமக்.

1. Can you figure out why this happens for every pair of numbers?

1.  அளனதக்து  எணக் தசயாடிகளளிலுமக்  இவைக்வையாறு  ஏனக்  நளிகழக்கிறைது  எனக் பளத
உஙக்களயாலக் கூறை முடியுமயா?

___________________________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________________________
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Let us look at the two observations.

இரணக் ட ஊகஙக்களளயுமக் தனளிதனளிதய இபக்தபயாதுகக் பயாரக்கக்கலயாமக் .
• Observation 1 says the following:

a) The smallest number in the list divides both the initial numbers.

b) The smallest number is not just any common factor, but the HCF of the two
initial numbers.

• ஊகமக் 1-றினக்  படி

a) எணக் பதயாகுபக்பிலக்  உளக்ள  மிகசக்சிறு  எணக்  பதயாடகக்க  எணக் களக்
இரணக் ளடயுதம வைகுகக்குமக்.

b) எணக் பதயாகுபக்பிலக்  உளக்ள  மிகசக்சிறு  எணக்  ஏததயா  ஒரு  பபயாது
வைகுஎணக் ணயாக  மடக்டமக்  இருபக்பதலக்ளல,  இரு  பதயாடகக்க  எணக் களளினக்
மீ.பபயா.வை ஆகவுமக் உளக்ளது.

• Observation 2  implies the following:

a) All the numbers in the list are multiples of the smallest number in the list,

b) All the multiples of the smallest number up to the largest number appear in the
list.

• ஊகமக் 2-னக்  படி

a) எணக் பதயாகுபக்பிலக்  இடமக்பபறைக்றுளக்ள அளனதக்து எணக் களுமக் அதலுளக்ள
மிகசக்சிறு எணக் ணளினக்  பபருகக்கிகளயாக இருகக்குமக்.

b) மிகபக்பபருமக்  எணக்  வைளரயிலக்  உளக்ள  மிகசக்சிறு  எணக் ணளினக்
பபருகக்கிகளக்  அளனதக்துமக் எணக் பதயாகுபக்பிலக் இடமக்பபறுமக்.

2. We need to prove or justify these observations. Can you think of the ways of doing this?

2.  இநக்த  ஊகஙக்களள  நளிரூபிகக்க  அலக்லது  சரளிபயாரக்கக்க  தவைணக் டமக் .  இளதசக்
பசயக்தடமக் வைழிகளளகக் கணக் டபிடிகக்க உஙக்களயாலக் முடியுமயா?

___________________________________________________________________________________________

___________________________________________________________________________________________

The  teacher  could  use  the  reasoning  given  below  to  guide  the  discussion  with  the
students and to help them arrive at a proof .

இளவை  இரணக் டமக்  கீதழ  ஆரயாயபக்படக்டளக்ளது.  இளதபக்  பயனக் படதக்த  ஓரக்
உளரயயாடளல  வைழிநடதக்த  ஊகஙக்களள  நளிரூபிகக்க  மயாணவைரக்களுகக்கு
உதவைலயாமக்.

Observation  1a:  The  smallest  number  in  the  list  divides  both  the  initial
numbers.

ஊகமக்  1a:  எணக் பதயாகுபக்பிலக்  உளக்ள  மிகசக்சிறு  எணக் ,  பதயாடகக்க  எணக் களக்
இரணக் ளடயுதம வைகுகக்குமக் .

Proof for Observation 1a: For positive numbers, whenever we subtract a number A
from another (larger) number B, the result is less than B. Given that we start with two
initial  numbers,  and  form subsequent  numbers  by  subtracting  the  smaller  from the
larger, all the numbers will be smaller than the largest number in the initial pair.

ஊகமக்  1a-இனக்  நளிரூபணமக் :  மிளக எணக் களளபக் பபயாருதக்தவைளர, A  எனக் றை ஓரக்
எணக் ளண, B  எனக் றை இனக் பனயாரு  (பபரளிதயான)  எணக் ணளிலிருநக்து கழிதக்தயாலக்  B ஐ
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விட சிறிய எணக் தயானக்  கிளடகக்குமக்.  இரணக் ட பதயாடகக்க எணக் களள எடதக்துகக்
பகயாணக் ட, அவைறைக்றிலக்  பபரளிதயான எணக் ணளிலிருநக்து சிறிய எணக் ளணகக் கழிதக்து
எணக் களளபக்  பபறுவைதயாக  ஆடக்டமக்  பசலக்கிறைது.  இதனயாலக் ,  பதயாடகக்க
எணக் தசயாடியிலுளக்ள  பபரளிய  எணக் ளண  விட  அளனதக்து  எணக் களுமக்
சிறியதயாக இருகக்குமக்.

Since we are not allowing negative numbers, the game has to stop at some stage. So
there exists a smallest number in the list, which may be 1 or a number greater than 1.

நயாமக்  குளறை எணக் களள அனுமதகக்கயாததயாலக் ,  ஏததயா ஒரு கடக்டதக்தலக்  ஆடக்டமக்
முடிவு  பபறைக்றுதயானக்  ஆக  தவைணக் டமக்.  ஆதலயாலக்,  எணக் பதயாகுபக்பிலக்  ஒரு
மிகசக்சிறிய  எணக்  இருகக்கதவைணக் டமக்.  அது  1  அலக்லது  அதலுமக்  உயரக்வையான
எணக் ணயாக இருகக்கலயாமக்.

Let us call this the smallest number s. If we call the initial numbers as A and B, A being
the larger of the two numbers, observation 1a claims that s divides A and s divides B.

இநக்தசக் சிறிய எணக் ளண s எனக் று எடதக்துபகயாளக்தவையாமக். பதயாடகக்க எணக் களள
A,  B  எனக் று  எடதக்துகக்பகயாணக் ட,  பபரளிதயான  எணக் ளண  A  எனக் று
கருதகக்பகயாளக்தவையாமக். ஊகமக் 1(i)-இனக்  படி எணக் களக்  A மறைக்றுமக் B-ஐ, s வைகுகக்குமக்.

Let us first prove that s divides B.

முதலிலக், B-ஐ s வைகுகக்குமக் எனக் று நளிரூபிபக்தபயாமக்.

Let assume s does not divide B.

எணக்  B-ஐ s வைகுகக்கயாது எனக் று எடதக்துகக்பகயாணக் ட பதயாடஙக்கலயாமக்.

Then B = ns + k with k < s       ------  By applying the division algorithm with k as the
remainder.

ஆதலயாலக்,  B  =  ns +  k ,மறைக்றுமக்,  k <  s ----  ‘வைகுதக்தலக்  வைழிமுளறைளய’
பயனக் படதக்துவைதனக்  மூலமக் பபறைக்றைது. இதலக், k மிசக்சமயாகுமக்.

But  s belongs  to  the  list.  So  B  –  ns will  also  belong  to  the  list  ---  we  get  this  by
subtracting s “n times” from B.

ஆனயாலக்,  எணக் பதயாகுபக்பிலக்  s இடமக்பபறைக்றுளக்ளது.  ஆதலயாலக்  B  –  ns எனக் றை
எணக் ணுமக்  இடமக்பபறைக்றிருகக்குமக்  ----  எணக்  B-யிலிருநக்து  ’n முளறைகளக் ’  s-ஐ
கழிதக்ததயாலக் அளதபக் பபறுகிதறையாமக்.

So B – ns = k also belongs to the list, but k < s and s is the smallest number in the list.

ஆதலயாலக்,  B –  ns =  k எணக் பதயாகுபக்பிலக்  இடமக்பபறுமக்.  ஆனயாலக்  k <  s.  தமலுமக்,  s
தயானக்  எணக் பதயாகுபக்பிலக் உளக்ள மிகசக்சிறிய எணக் .

That means our assumption that s does not divide B was wrong so, s divides B.

இதனக்  மூலமக்,  எணக்  B-ஐ  s வைகுகக்கயாது  எனக் று  நயாமக்  எடதக்துகக்பகயாணக் டது
தவைபறைன பதரளிகிறைது.

Similarly, we can show that s divides A as well.

ஆதலயாலக்,  எணக்  B-ஐ  s வைகுகக்குமக்.  இதததபயாலக் ,  எணக்  A-ஐ  s வைகுகக்குமக்
எனக் பளதயுமக் நளிரூபிகக்கலயாமக்.

So s is a common factor of A and B.

முடிவையாக, எணக் களக்  A மறைக்றுமக் B-யினக்  பபயாது வைகுஎணக் ணயாக s உளக்ளது.
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Observation 1b: The smallest number is not just any common factor, but the HCF of
the two initial numbers.

ஊகமக்  1b:  எணக் பதயாகுபக்பிலக்  உளக்ள  மிகசக்சிறு  எணக்  ஏததயா  ஒரு  பபயாது
வைகுஎணக் ணயாக  இருபக்பதலக்ளல,  இரு  பதயாடகக்க  எணக் களளினக்  மீ.பபயா.வை  ஆக
உளக்ளது.

Proof for Observation 1b:

ஊகமக் 1b -இனக்  நளிரூபணமக் :

Let us prove a statement before we proceed with the proof of Observation 1b.

ஊகமக்  1b  -ஐ  குறிதக்துபக்  பயாரக்கக்குமக்  முனக் பு  ஒரு  கூறைக்றினக்  நளிரூபணதக்ளதபக்
பயாரக்கக்கலயாமக்.

Statement (I) : A common factor of two numbers also divides their difference.

கூறைக்று  (I):  இரணக் ட  எணக் களளினக்  பபயாது  வைகுஎணக்  அவைறைக்றினக்
விதக்தயயாசதக்ளதயுமக்  வைகுகக்குமக் .

i.e. If q divides C and D and C > D, then q divides C – D.

அதயாவைது,  q  ஆனது எணக் களக்  C  மறைக்றுமக்  D-ஐ வைகுகக்குமக்.  தமலுமக்,  C  > D  எனக் று
எடதக்துகக்பகயாணக் டயாலக் ‘C – D’-ஐயுமக் q வைகுகக்குமக்.

Proof of Statement (I): q divides C and D would mean,

கூறைக்று (I)-இனக்  நளிரூபணமக் :  

q ஆனது C மறைக்றுமக் D-ஐ வைகுகக்குபமனக் றையாலக் ,

Let, C=r q and D=t q for some integers r and t >0

C=r q மறைக்றுமக்  D=t q (r மறைக்றுமக்  t  >  0 எனக் றை  சில  முழுகக்களுகக்கு)  எனக் று

எடதக்துகக்பகயாளக்தவையாமக்.

So, C−D=r q−t q=(r−t )×q

ஆதலயாலக், C−D=r q−t q=(r− t )×q

So, q divides C – D and hence is a common factor of the difference between C and D.

முடிவையாக,  எணக்  ‘C  –  D’-ஐ  q வைகுகக்கிறைது.  ஆதலயாலக் ,  C  மறைக்றுமக்  D-இனக்
விதக்தயயாசதக்தனக்  பபயாது வைகுஎணக் ணயாக q உளக்ளது.

Coming back to observation 1b

ஊகமக் 1b -ஐ தருமக்ப பயாரக்தக்தலக்

Thus, if we start with two initial numbers and q is a common factor of both, it is also a
common factor of their difference. This ensures that is q is a common factor of all the
three numbers in the list after the first step of the game. At every subsequent step, a
pair of numbers is taken from the list and the difference written down as a new number.
Thus if q is a common factor of the existing pair of numbers, it is also a factor of the new
number. This ensures that if a number is a common factor of the initial numbers A and B,
it is a factor of all the numbers in the list, including s. That is, any common factor of A
and B, divides s.

ஆதலயாலக்,  இரணக் ட  பதயாடகக்க  எணக் களுகக்குமக்  பபயாது  வைகுஎணக் ணயாக
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இருகக்குமக்  q அவைக்பவைணக் களளினக்  விதக்தயயாசதக்தறைக்குமக் வைகுஎணக் ணயாக இருகக்குமக் .
ஆடக்டதக்தனக்  முதறைக்கடக்டமக்  முடிநக்த பினக் னரக்,  எணக் பதயாகுபக்பிலக்  உளக்ள மூனக் று
எணக் களுகக்குமக்  q பபயாது  வைகுஎணக் ணயாக  இருபக்பது  உறுதயயாகியுளக்ளது.
அடதக்தடதக்த  கடக்டதக்தலக் ,  எணக் பதயாகுபக்பிலக்  புது  இரு  எணக் களக்
ததரக்நக்பதடகக்கபக்படக்ட அதனுளடய விதக்தயயாசமக் எழுதபக்படகிறைது. ஆதலயாலக் ,
எணக் பதயாகுபக்பிலக்  உளக்ள எணக் களளினக்  பபயாதுவைகுஎணக் ணயாக q இருகக்குமயானயாலக்
அவைறைக்றிலிருநக்து  கழிதக்தலயாலக்   கணகக்கிடபக்படக்ட  எணக் ணளிறைக்குமக்  அது
வைகுஎணக் ணயாகதயானக்  இருகக்குமக்.  முடிவையாக,  A  மறைக்றுமக்  B  எனக் றை இரு பதயாடகக்க
எணக் களளினக்  பபயாது  வைகுஎணக் ணயாக  ஓரக்  எணக்  இருகக்குமயானயாலக் ,  ஆடக்டதக்தலக்
கணகக்கிடபக்படமக்  எணக் பதயாகுபக்பிலக்  உளக்ள  அளனதக்து  எணக் களளினக்
வைகுஎணக் ணயாகவுமக்  அது இருகக்குமக்.  அதயாவைது, எணக் களக்  A  மறைக்றுமக்  B-இனக்  எநக்த
ஒரு பபயாது வைகுஎணக் ணுமக், s-ஐ வைகுகக்குமக்.

So, if the HCF of the initial numbers A and B is d, then d divides s and d ≤ s. However, we know that s
also is a factor of A and B (Observation 1a). Hence s ≤ d. Therefore, we have s = d.

ஆதலயாலக்,  பதயாடகக்க எணக் களக்  A  மறைக்றுமக்  B-றைக்கு மீ.பபயா.வை  d எனக் றையாலக்  அது  s-ஐ
வைகுகக்குமக். தமலுமக், d  ≤ s.

ஆனயாலக்,   எணக் களக்  A  மறைக்றுமக்  B-இனக்  வைகுஎணக் ணயாகவுமக்  s உளக்ளது எனக் பளத
நயாமக் அறிதவையாமக். (ஊகமக் 1(i)). ஆதலயாலக் , s  ≤ d.

ஆளகயயாலக், s = d எனக் று பபறுகிதறையாமக்.

Observation 2a:  All the multiples of the smallest number up to the largest number
appear in the list.

ஊகமக்  2a:  மிகபக்பபருமக்  எணக்  வைளரயிலக்  உளக்ள  மிகசக்சிறு  எணக் ணளினக்
பபருகக்கிகளக்  அளனதக்துமக் எணக் பதயாகுபக்பிலக் இடமக்பபறுமக்.

Proof for Observation 2a: s belongs to the list, and A is a multiple of s.

ஊகமக்  2(i)-இனக்  நளிரூபணமக்:  எணக்  பதயாகுபக்பிலக்  s இடமக்பபறைக்றுளக்ளது மறைக்றுமக்
எணக்  A, s-இனக்  பபருகக்கறைக்பலனக் .

So,  A = fs

ஆதலயாலக், A = fs

Now s and A = fs are both already in the list.

இபக்தபயாது, s மறைக்றுமக் A = fs எணக்  பதயாகுபக்பிலக் ஏறைக்கனதவை இடமக்பபறைக்றுளக்ளது.

So, fs – s = (f - 1)s is also in the list.

அதனயாலக் , fs – s = (f - 1)s எனக் றை எணக் ணுமக் பதயாகுபக்பிலக் இடமக்பபறைக்றிருகக்குமக்.

Similarly, (f - 1)s – s = (f - 2)s is also in the list.

அதததபயால, (f - 1)s – s = (f - 2)s உளக்ளது.

Continuing like this we can see that,

(f – 1)s, (f – 2)s, (f – 3)s, ..., 3s, 2s also belong to the list.

இநக்ததக் தரக்கக்கதக்ளததக் பதயாடரக்நக்து பசயலக்படதக்ததனயாமயானயாலக் ,

(f  – 1)s,  (f  – 2)s,  (f  – 3)s,  ...,  3s,  2s  என அளனதக்து எணக் களுமக்  எணக்  பதயாகுபக்பிலக்
உளக்ளடஙக் கியுளக்ளது எனக் பது பதரளிகிறைது.
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Observation 2b: All the numbers in the list are multiples of the smallest number in the
list

ஊகமக்  2b:  எணக் பதயாகுபக்பிலக்  இடமக்பபறைக்றுளக்ள  அளனதக்து  எணக் களுமக்
அதலுளக்ள மிகசக்சிறு எணக் ணளினக்  பபருகக்கிகளயாக இருகக்குமக்.

Proof for Observation 2b:

ஊகமக் 2b-இனக்  நளிரூபணமக்:

Using the same argument used in the proof of Observation 1a, we get that the smallest
number, s divides any number in the list.

ஊகமக்  1a- லக்  பயனக் படதக்தயுளக்ள  அதத  தரக்கக்கதக்தனக் படி,  எணக்
பதயாகுபக்பிலுளக்ள எநக்த ஓரக் எணக் ளணயுமக்  மிகசக்சிறு எணக் ணயான  s வைகுகக்குமக்
என நமகக்குதக் பதரளிகிறைது.

Relation to the Euclidean algorithm

யூகக்ளளிடியபக் படிமுளறைதக்தீரக்வுடனக்  உளக்ள பதயாடரக்பு:

Imagine you change the rules of the game:

ஆடக்டதக்தனக்  விதகளள  மயாறைக்றிதனயாமயானயாலக்  எனக் ன  நடகக்குமக்  எனக் பளதபக்
பயாரக்கக்கலயாமக்:

Instead  of  subtracting  the  smaller  number  from  the  largest,  you  could  subtract  a
multiple of the smaller number from the larger. And then in the next step do the same
with the multiple used and the number remaining after the subtraction. Then that is the
Euclidean algorithm for you! So, can you see why the game and therefore the Euclidean
algorithm works?

பபரளிய  எணக் ணளிலிருநக்து  சிறிய  எணக் ளணகக்  கழிபக்பதறைக்கு  பதலயாக,  சிறிய
எணக் ணளினக்  மடஙக்குகளளகக்  பகயாணக் ட  பபரளிய  எணக் ளணகக்  கழிதக்துமக்
பயாரக்கக்கலயாமக்.  இதனயாலக்  பபறைக்றை  எணக் ,  மறைக்றுமக்  மடஙக்ளகபக்  பபறை
பயனக் படதக்தய  பபருகக்கிளயகக்  பகயாணக் ட  ஆடக்டதக்ளததக்  பதயாடருஙக்களக் .
இதுதயானக்  யூகக்ளளிடியபக்  படிமுளறைதக்தீரக்வினக்  சிறைபக்பயாகுமக்!  இபக்தபயாது
உஙக்களுகக்குதக் பதரளிநக்தருகக்குமக்  யூகக்ளளிடியபக்  படிமுளறைதக்தீரக்வு மறைக்றுமக்  இநக்த
விளளயயாடக்ட எவைக்வையாறு சயாதக்தயமயாகிறைபதனக் று. 

Points to ponder

சிநக்தகக்க தவைணக் டியளவை
1) Do all pairs of numbers allow for a winning strategy? If not, what kinds of numbers will

allow for a winning strategy?

1)  அளனதக்து  எணக் தசயாடிகளுமக்  பவைறைக்றி  பபறைகக்கூடிய  உதக்தளய
அனுமதகக்குமயா?  இலக்ளலபயனக் றையாலக் ,  எவைக்வையாறையான எணக் களக்  பவைறைக்றிபபறுமக்
உதக்தளய அனுமதகக்குமக்?

2) What happens if you allow for the first three numbers to be random? Say, by making it a
three-player game?

2)  முதலக்  மூனக் று எணக் களக்  தறைக்தபயாகக்கயாக ததரக்நக்பதடகக்க அனுமதகக்கபக்படக்டயாலக்
எனக் னவையாகுமக்?  உதயாரணமயாக,  மூவைரக்  விளளயயாடமக்  ஆடக்டமயாக
மயாறைக்றியளமபக்பது எவைக்வையாறிருகக்குமக்?
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Terms to discuss

ஆதலயாசிகக்க தவைணக் டிய குறிசக்பசயாறைக்களக்

Process of mathematics, conjecture, counter example, reporting a conjecture, etc.

கணளித  வைழிமுளறை,  ஊகஙக்களக் ,  எதரக்-உதயாரணஙக்களக் ,  ஓரக்  ஊகதக்ளத
அறிவிதக்தலக்  தபயானக் றைளவை.

Suggested Readings

பயனுளக்ள நூலக்களக்

Euclid's Algorithm I: https://nrich.maths.org/1357/index

Euclid's Algorithm II: https://nrich.maths.org/1728

Euclid's Algorithm III: https://www.cut-the-knot.org/blue/Euclid.shtml

References

தமறைக்தகயாளக்களக்
 Euclid's Game: https://www.cut-the-knot.org/blue/EuclidAlg.shtml

 The  optimal  strategy  in  Euclid's  game.
https://math.stackexchange.com/questions/754461/optimal-strategy-in-euclids-game
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